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INTRODUCTION 1

1 Introduction

Ce cours enchaine deux parties : les vibrations d’'un ou elusioscillateurs, puis la
propagation de ces vibrations, ce qui constitue les ondes.

Le premier exemple qui vient a I'esprit est celui de vibrasanécaniques, par exemple
les oscillations d’un pendule, et la propagation des ondesstiques, longitudinales ou des
vibrations, transverses, d’une corde de violon.

Mais les vibrations et ondes se retrouvent dans tous lesidemde physique : circuits
électrigues oscillants, ondes de chaleur et autres vilmsgn thermodynamique, ondes élec-
tromagnétiques de diverses fréquences, en particulierldaiomaine optique.

On retrouve les mémes équations, mais opérant sur des tgggashei natures différentes
(amplitude mesurée en m, température mesurée en degréntipbéxprimé en V, etc.) et
avec des pulsations et des vitesses de propagation couwvmangamme considérable de
valeurs.

Des outils mathématiques seront rappelés ou introduitaraet &t mesure des besoins, et
sont regroupés dans un appendice.

Nous ne saurions qu’encourager les étudiants a reprendogitsla plume a la mainen
suivant pas-a-pas le détail des calculs et en exigeant ssgaite des explications supplé-
mentaires.

Je remercie les collegues a qui j'ai emprunté quelques ueefiglres qui illustrent ce
cours, et a I'avance, les étudiants qui me manqueront pasedsignaler les nombreuses
coquilles de ce polycopié.
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2 Oscillateur harmonique

2.1 Loide Hookes

Un ressort étiré, dont la longueur passe/del/ + x exerce une force pour revenir a sa
longueur initiale, proportionnelle a I'allongement algée x. Sur un axe orienté le long du
ressort

f=—kx, (2.1)

ou k est la raideur du ressort. C’est la loi de Hookes.
On démontre facilement que la raideur équivaléntde deux ressorts bout a bout (en
série), et cellek, de deux ressorts accolés (en parallele) sont données par

1 1 1
—=—4—, kj=ki+ ko, 2.2
e L el B (22)
ce que I'on généralise facilement au cas\de- 2 ressorts en série ou en paralléle.
La premiere des relations (2.2) montre que la raideur d’'ssae est inversement pro-
portionnelle a la longueut, soit

X
k=— =—A- 2.3
E Y f E Y ( )
ou A est appelé lenodule d’YoungAvec cette notation, la force exercée par le ressort est
proportionnelle a I'allongemenmelatif z/¢.

2.2 Equation de Newton

Soitz = 0 la position d’équi-
libre. La loi de Newton, pour une
massem accrochée a I'extrémité
du ressort, dont la masse est négli-
gée, s’écrit

K

_\/\\fﬂ\fﬂ\ 4

mi = —kx |
P+ wlr=0, (2.4)
Iy X wr=k/m.

cComme cela est rappelé dans I'ap-
pendice mathématique, cette équa-
tion a pour solution une sinusoide
de pulsationu, ce qui implique deux
parametres, qui sont déterminés par
les conditions initiales. 1l y a deux manieres d’écrire lugon la plus générale,

FIGURE 1 — Mouvement rectiligne horizontal d'un
masse accrochée a un ressort

x(t) = Acos(wt — ¢) , z(t) = acos(wt) + bsin(wt) . (2.5)
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La premiere donne une interprétation physique des quantjtémplitude du mouvement, et
¢, phase au temps= 0, tandis que la seconde souligne que les solutions formeeaspace
vectoriel, et permet plus facilement de mettre en placedeslitions initiales. Il faut savoir
utiliser 'une ou l'autre de ces notations, et surtout padsd’une a l'autre.

Pour une particule lancée au temps avec un vitegsiepuis le point d’abscisse), on

trouve
x(t) = xq cos(wt) + % sin(wt) = \/ 22 + v¢/w? cos(wt — ) ,
w

vo/w

Vag +ug/w?

(2.6)

Zo

2 2/.2"
Vg +vd/w

cos ¢ = sin ¢ =

La propriété la plus remarquable de cette solution est gpelkation estndépendante
de I'amplitude d’ou I'origine du qualificatif «harmonique» pour ce mouvemt

Interprétation géomeétrique des conditions initiales :
Dans les applications pratiques, il faut souvent écrire
v la solution correspondant a des conditions initiales
données, c’est-a-dire retrouver les résultats de (2.6).
A Une solution géométrique permet d’éviter les risques
d’erreur dans les manipulations trigonométriques. Un
mouvement oscillant(t) = A cos(wt—¢), avecA > 0
(sinon on décale de ) est la projection horizontale
d’'un mouvement circulaire uniforme de raydnet de
vitesse angulaire. La vitessev(t) est la mesure algé-
brique de la projection du vecteur vitesse. Ou encore,
v(t)/w est la projection horizontale du vecteur de mo-
dule A directement perpendiculaire au précédent.

—vg/w

Imaginons maintenant la situation a I'instant 0. Avec la convention pour définig,
c’est 'angle entre le vecteur tournant et 'axe de réféeer@n voit que ce vecteur résulte
d’'une composante horizontalg et d’'une composante verticate, /w. Il suffit d’appliquer
les relations des triangles rectangles pour retrouve}.(2.6
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Méthode de Laplace Pour faire le lien avec le cours d’automatique, on peut résou
i+wr=0, 2(0) = ¢ , #(0) = g , (2.7)
en cherchant sa transformée de Laplade), qui satisfait
X(p) [p* +w?] = po + o, (2.8)
soit )
p Ty W

B 2.9
pP+w? wprtw?’ (2.9)

X(p) = o

qui redonne bien (2.6).

2.3 Bilan d’énergie

En principe, on devrait chercher a résoudre le probléme slsorehorizontal par une
equation différentielle du premier ord priori plus simple que I'’équation du second ordre
fournie par la loi de Newton. Ici, le handicap du second oedtecompense par la linéarité de
'équation. C’est pourquoi le traitement précédent estuis familier des cours de physique
élémentaire.

Néanmoins, I'approche par I'énergie est essentielle ppwompréhension de la phy-
sique, et, nous le verrons dans le cas du pendule, permetéméeadjsation quand la force
de rappel n’est plus exactement proportionnelle au déplane

A

La force de Hookes (2.1) dé-
rive d’'une énergie potentiellea

s "TH R A savoir
S o C T @ao)
Ep(x) = 5]6:102 :

si bien que si, est I'énergie ini-

tiale de la massen, la conser-

X, % Vvation de I'énergie au cours du
mouvement s’exprime par

[\

FIGURE 2 — Energies potentielle et cinétique d’'un os- 1 5 1k :_p
cillateur harmonique libre en fonction de I'écartpar  5""** T QM = B0 (2.11)

rapport a sa position d’équilibre &% + wir? = Wi |

o

ol I'on a posér?, = 2E,/(mw?),

Ty > 0 représentant I'amplitude du mouvement.
L'équation (2.11) a un interprétation qualitative sim@&on trace le graphe dép(x),
et sur ce graphe la droite horizontalg, le mouvement n’est possible queBp < Ej,
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pour respecter la positivité de I'énergie cinétique. La $easscille donc entre les postions
r = —x, etx = +x,, points ou elle s’arréte pour rebrousser chemin.

A partir de (2.11), on retrouve la loi de Newton, par simplei@gion. Mais on peut
intégrer directement. L'avantage est que pour une éneggiaée, il n'y a plus qu’une seule
constante d’intégration. Prenons un intervalle de temgs pendule va de gauche a droite,
soitz > 0 : on obtient

dt 1
KERC e
qui donne acceés non pas a la fonction cherchiég mais a sa fonctiomverset(x) dont on
connait la dérivée. On trouve

(2.12)

w(t — tg) = arccos (x/xy) , (2.13)

ce qui est équivalent a la solution écrite précédemmeéhf,= x,, cos[w(t — o).

Au cours des oscillations, I'énergig, se partage en proportions variables entre I'énergie
potentielleEr et I'énergie cinétiqudls, avecEp + E¢ = Ey. C'est une propriété de tout
mouvement sous I'effet d’'une force qui dérive d’un potdntie qui est remarquable, ici, et
caractéristique d’une loi de forgecx x, c’est que les valeurs moyennes de ces énergies sont

égales, soit
Ey
(Ep) = (Ec) = = . (2.14)
ce que 'on démontre en partant de la définition de ces valaoggennes sur unpériode
T =27/w,

T
(Ep) :% / %kx(t)zdt, (2.15)
0

et 'expression analogue pouE).

Cette équipartition, en moyenne, entre les deux formesedi®, caractérise les oscilla-
tions harmoniques. Pour un satellite en orbite circulaureeliptique, qui oscille entre son
périgée et son apogée, et pour leglig(r) = — K /r, on démontre en mécanique que

(Ep) = —2(Ec) = 2By, (2.16)

c’est-a-dire des proportions trés différentes.

2.4 Ressort vertical

Le seul changement est que le point médian des oscillatierrrespond plus a la
longueur a vide du ressort, maia point d’équilibre On retrouve une situation analogue en
électricité quand on provoque des variations sinusoiddsnsion au dessus d’une tension
continue.

Sion prend un ax& X issu de I'extrémité ressoét vide écrit la loi de Newton et le cas
particulier de la condition d’équilibre,

mX =mg — kX ,

(2.17)
0=mg — kX,
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(+ X,
b (+ Xeg +

mg
X 4

FIGURE 3 — Ressort en apesanteur (gauche), a I'équilibre (cemtrelgplacé de I'équilibre
(droite)

on obtient par soustraction

mi = —kx (2.18)

ce qui represente des oscillations harmoniques pour lalgar = X — X, qui mesure
I'écartpar rapport a I'équilibre Autrement dit, la pulsation reste la mémes= \/k/m, seul
le point de fonctionnement est décalé.

2.5 Oscillations électriques

Considérons un circuitC, L. comme sur le

schéma ci-contre. Le bilan de tension est i ICI
di ¢ [
L—+—==0 2.19
TG (2.19)
sachant que = dg/dt (un couranti pendant un
tempsdt apporte une charg®; = idt sur le conden-
sateur), on arrive a 0000,
Li+L =0, (2.20) L i
C FIGURE 4 — Circuit oscillant”, L

formellement identique a (2.4), avec la correspon-

dancem < L,k «— C7',2 < geti < i. Ce

circuit, effectivement, s’il est abandonné avec une chanigjale sur le condensateur, ou une
excitation de courant (par induction) sur la bobine, esidgesd’oscillations sinusoidales

q(t) = qu cos(wt — @) , w=1/VLC . (2.21)

2.6 Oscillations non harmoniques

Le cas du pendule simple est trés connu : le mouvement esbapativemetn harmo-
nique, avec comme conséquence l'indépendance presquét@ald la période vis-a-vis de
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'amplitude imprimée au mouvement. Nous allons montreaget la conservation de I'éner-
gie, il est possible d’aller un peu plus loin et d’obtenir mgression exacte de la période
qui peut se transformer en une expression approchée domuaptemier ordre non nul, la
Iégere augmentation de la période avec I'amplitude.

Le pendule simple posséde aussi remarquable par ce queda diggarait de I'équation.
Il n’est pas évidena priori qu’'une masse de 1 kg et une masse de 10 g, attachées a la méme
ficelle, oscillent avec la méme période!

Nous verrons ensuite des potentiels non quadratiques,|lesquels la période dépend
systématiquement de 'amplitude.

2.6.1 Pendule simple

Un bilan d’énergie pour le pendule simple
ci-contre donne

qui donne par dérivation

1 .
/A §m€202 +mgl(l —cosf) = Ey, (2.22)
+

"o g 00+ gsin =0, (2.23)

| . R .

| qui peut étre obtenue par bilan des forces ou
| m par le théoreme du moment cinétique.

: N Dans la limite des petites oscillations,

mg sinff ~ 6 etl— cosf ~ 6*/2, et on re-
trouve les équations d’un oscillateur harmo-
nique, avec une pulsatian, = +/g/l, in-
dépendante de I'amplitude. Il s’agit la d’'une
FIGURE 5 — Pendule simple bonne approximatigncar le terme suivant
dans les développements précédents sont res-
pectivement ed® et end*, a cause de de la parité des fonctions. Cependant, pour giis am
tudesy,, assez grandes, la pulsation se met a dépendre de I'amplitude
Pour évaluer exactement la pulsatioret la périodel’ = 27 /w correspondante, on
réécrit le bilan d’énergie

6% 4 2w2(1 — cosf) = 2w2(1 — cosby) , (2.24)

et sur une demi-période @> 0, on obtient

dt 1
Wo— = : 2.25
’do V/2(cos 0 — cos b,,) (2.23)
et donc une période€ telle que
T +0m de 1 +0m do
Wo— = = - (2.26)

2 0w \/2(cos0 —cosOn)  2J_g, +/sin?(0,/2) —sin®(0/2)
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expressions qui ne se prétent pas trop facilement a I'étraluaumeérique ou a des approxi-
mations, car il s’agit d’'intégrales généralisées dontégrant diverge aux extrémités.

En introduisant le changement de variafile(¢/2) = sin ¢ sin(6,,/2), on arrive aprés
guelques manipulations a

T [P d¢
g 2.27
% /0 V1 —sin® ¢sin?(6,,/2) ( )

qui fait apparaitre ce que les mathématiciens appellenfamaion elliptique. L'avantage
de cette formulation est que l'intégrale est réguliere giréée a des approximations et des
développements en série. L'approximation des petitedlathons consiste a remplacer le
dénominateur par 1, d'oli = T, = 27/w, = 27/¢/g. Si on prend aussi le second terme
du developpemerit/\/1 —u =1+ u/2+ - - -, on trouve la formule assez connue

2
TZTo{lJri—Tng"}, (2.28)

qui donne par exemple une augmentation de période de seildnT€o entred — 0 et
0 = /6.

2.6.2 Potentiels en puissance

On peut imaginer des changements plus radicaux, méme g’gemt pas frequemment
réalisés dans la nature. Par exemple, que devient la pé&ianeremplace le potentiel har-
moniquekz? /2 park|z|" /2, oln est un nombre positif ?

Par la méme démarche que ci-dessus, le bilan d’énergie
, k
—mi* + —|z|" = Ey = 53:& : (2.29)

indigue un mouvement périodique (mais pas sinusoidal teent,, et +z,,. On calcule la
demi-période comme le temps nécessaire pour aller d’'uéreta I'autre,

T B +Zm dx
2" o VRGP

La valeur exacte de cette intégrale n’est pas sans intéaés, Implus important est de pro-
duire la dépendance vis-a-vis de I'amplitudg, grace a

du

1—ur

(2.30)

1

T:M;WK*Q/ , (2.31)
0

résultant du changement de variable= x,u. Sin < 2, la période est une fonction crois-
sante de I'amplitude. Pour > 2, elle deviendécroissante la masse met moins de temps a
osciller entre-2a et+2a qu’entre—a et+a. Comment est-ce possible ? Considérons le quart
de période, temps pour aller de I'extrémité au point médiaa 0. Lachons une particule
de +a, et une autre de-2a, en méme temps. La deuxiéme particule prend tellementrd’éla
gu’elle gagne beaucoup de temps sur le dernier troncorgpatet double la premiere !
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2.7 Oscillateur spatial

Revenons a un potentiel harmonique, avec un ressort dedanguvide négligeable,
mais autorisons des mouvements dans toutes les direat®nsj correspond a I'expression
vectorielle de la loi de Newton

mr = —kr . (2.32)

Les résultats généraux des mouvements a force centralgligizgnt : moment cinétique
conservé, mouvement plan, loi des aires.

Cependant, il n’est pas recommandé d'utiliser des coor@esmpolaires pour ce mouve-
ment, comme on le fait pour le cas des forces coulombienngsamitationnelles. Dans le
plan du mouvement, avec des axes orthonormés avec l'olgimentre de force,

mi + kx =0, my + ky =0, (2.33)
ce qui donne un mouvement sinusoidahg@&me périodsur chaque axe
z(t) = acos(wt + «) , y(t) = beos(wt + ) , (2.34)

soit une ellipse de centr@. Le fait quex(t) ety(t) reprennent leur valeur initiale aprés le
mémedaps de temps assure une courbe fermée quelques soienhtiisats de lancement.
C’est une situation exceptionnelle : Bertrand a montré qu#es les interactions centrales
coulombienne Ep o< —1/r) et harmoniqueEr o r?) donnent des trajectoires d’états liés
qui se referment toujours sur elles-mémes. Pour les awress centrales, on n’obtient une
trajectoire fermée que pour des valeurs particuliéres gitdase initiale.

Un cas particulier correspond a lancer la particule du pin?) avec une vitesse per-
pendiculairg0, vy), ce qui donne une ellipse

x(t) = acos(wt) , y(t) = %sin(wt) : (2.35)

-2

FIGURE 6 — Oscillateur spatial, avec différentes conditions ahits
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3 Oscillations amorties

3.1 Analyse qualitative

Le chapitre précédent mettait en jeu des oscillateurs idélant I'énergie visible est
strictement conservée, et dont le mouvement se poursuiteffment. En pratique, les
rouages les mieux huilés ne peuvent empécher quelquesrents : il y a amortissement, et
'amplitude des oscillations diminue avec le temps. On olEsan mouvement dit «pseudo-
périodique», voir figure gauche.

Si on augmente I'amortissement, ce qui est recherché panm&eoour la suspension
des véhicules, on observe au-dela d’'un réglage critiguehangement de comportement :
la solution ne présente plus d’oscillations, et la massemnéwrapidement vers son point
d’équilibre, voir figure droite.

FIGURE 7 — Allure de la solutione(¢) en régime d’amortissement faible (gauche) ou fort
(droite) avec deux jeux de conditions initiales

3.2 Equation du mouvement

On représente empiriquement 'effet du frottement par wreef proportionnelle a la
vitesse,—Ai. C'est une bonne description dans le régime des faiblessate Au-dela, la
force devient progressivement proportionnelle au carié déesse.

Avec ce terme supplémentaire, la loi de Newton devient, pouessort horizontal avec
origine au point de repos

mi = —kx — \i | ¥+ 2ai +wir =0, (3.1)
en posani = 2ma etwy = \/k/m, la pulsation en absence de frottement.
Des détails sont donnés en appendice sur la résolution teeémgiation. L'idée est de

chercher des solutioreponentielles

x(t) = ay exp(rit) + ag exp(rat) , (3.2)



OSCILLATEUR AMORTI 11

avecr; = —ry = iwy en I'absence d’amortisseméntavec{r,,r} = —r 4 iw pour un
amortissement faibter, etr, réels négatifs pour un amortissement fort. On voit que (3.2)
utilise la linéarité de I'équation : si on connait deux swo$ indépendantes, la solution
la plus générale de I'équation homogéne (3.1) est une caisioin linéaire de ces deux
solutions.

Pour trouver deux solutions de base, la méthode consisteraherz(t) o« exp(rt), en
permettant a d’étre éventuellement complexe. Ce qui donne I'équatiteadiractéristique

r?+2ar +wi=0, (3.3)

qui selon les valeurs du discriminant (rédult)= o* — w? distingue trois cas.

3.2.1 Amortissement faible

Poura < wp, I'équation caractéristique a
deux racinesr = —a + iw, avec une partie
réelle négativeet une partie imaginairer =

Vwi — a2, ce qui donne une solution
x(t) = Aexp(—at) cos(wt — ¢) , (3.4)

ou A et ¢ dépendent des conditions initiales.
La courbe est comprise entre les exponentielles
FIGURE 8 — Abscissex(t) pour un +Aexp(—at) etles touche régulierement. Entre
oscillateur amorti et son enveloppdeux oscillations, il se passe un temps =
+Aexp(—at) 27 /w (pseudo-période) et I'amplitude décroit
de exp(—27a/w). On pose parfois,, /z,11 =
expd, avecd = In(z,/r,+1) = 2ra/w nommé
« décrément logarithmique ».
On peut noter que = wp[l —a?/(2w?)+ - - -] est du second ordre en soitw ~ w, pour
« petit. Autrement dit, si une horloge comtoise est un peupgdy il faudra la remonter plus
souvent ('amortissement est du premier ordrevgrmais elle ne retardera pas beaucoup.

3.2.2 Amortissement fort

Si A > 0, il y a deux racines réelles négativea I'équation caractéristique, et la loi
horaire est du type

x(t) = ay exp(rit) 4 ag exp(rat) . (3.5)
et pour des conditions initiales standard,
To — Tk To — T2Z
a =20 ag = —~—2 (3.6)
r —To o — 7T

a. Les coefficients; etas, qui dépendent des conditions initiales, seront complexegigués pour assurer
quez(t) soit réel.
b. Il estimpossible a un polynéme a coefficients tous pasitivoir une racine positive !
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3.2.3 Amortissement critique

C’est un peu une curiosité mathématique, car en physigog,d jamais égalité parfaite
entre deux grandeurs. Considérons néanmoins lexcaswy. L'équation caractéristique a
une racine double; = —wy, et doncexp(—wyt) est une premiere solution. Une autre est
t exp(—wpt) ©

A partir de conditions initiales &= 0, le mouvement sera donc

z(t) = zgexp(—wot) + (Lo + woo) t exp(—wot) . (3.7)

On dit parfois que pour une fréquence propgedonnée, le retour au repos s’effectue le
plus rapidement en régime d’amortissement critique, etpasn paradoxalement, en régime
d’amortissement tres fort. En effet, le produit des racings = w3 est fixé dans notre hy-
pothese. Si; # 75, on peut choisir la numérotation< —r; < wy < —r9, et sauf conditions
initiales tres particuliéres;(t) aura une composante a décroissance lente proportionnelle a
exp(rit), tandis qu’en régime critiquet) décroit erexp(—wyt). Les suspensions des véhi-
cules sont réglées au voisinage du cas critique, et, setiralge et 'usure des amortisseurs,
on passe d’un régime un peu dur a un régime d’oscillationsn(s”, wy \, commel/\/m
tandis quex " plus vite, enl /m, et on passe donc du cas= wy au casy < wy.)

3.2.4 Méthode de la transformée de Laplace

L'équation (3.1) et ses conditions initiales correspon@dame transformée de Laplace

pxo + To + 2axg  To + 20y + Xy
X(p) = = +{ry < ry}, 3.8

si on se place dans le cas de couplage fort et gtrit 2ap + w2 = (p — 1) (p — 12). ON
trouve donc la solution avec I'ajustement des conditiortgies, sous la forme

Zt'o + 20(1‘0 + rixg

rL—7Te

2(t) =

exp(rit) + {r1 < r2} . (3.9)

Sion est en régime de faible amortissement, I'expressidessus est formellement valable,
mais il faudra la transformer eA exp(—at) cos(wt + ¢) pour lui donner une allure plus
physique.

On voit que I'équation caractéristiqgue ede la méthode élémentaire se retrouve a I'iden-
tique, comme équation enqu’il faut factoriser pour développer la transformée delaep
en éléments simple, condition pour trouver la transformeerse.

c. On peut le comprendre ainsi. Dans le cas de deux solutidfésetites, on peut prendre la base
{exp(rit), exp(r2t)}, ou si 'on veutlexp(rit) + exp|rat]/2 etexp(rat) — exp(r1t)]/(r2 — r1), qui tendent
versexp(rt) ett exp(rt), respectivement, quand etry, — 7.
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3.3 Circuit R,L,C

Considérons un circui?, C, L comme sur le

schéma ci-contre. Le bilan de tension est { ICI
- [ |
Jy Y S R (3.10)
dt C
et comme = dq/dt, R |:|
. . q
Lq—l—Rq—Fa:O, (3.11) 200000, '
L 1

formellement identique a I'équation mécanique pré=,;yre 9 — Circuit oscillant®, L, C
cédente, sion ajoute «— R ala liste des correspon-
dances.

On aura des oscillations amorties pour une ré-
sistance faible, et une décroissance exponentielle pairésistance élevée, résultats bien
connus des cours d’électrocinétique.

La transition se fait pour la valeur dite « critique »

L
Re = \@ . (3.12)

Restons dans le domaine électrique, les considératiorsiygint se traduisent aisément
pour un oscillateur mécanique amorti.

Imaginons que le circuit ait une énergig initiale, somme de I'énergie électrostatique
stockée dans le condensateur, et de I'énergie magnétigqsdalhobine, soit

3.4 Aspects énergétiques

g~ % Lis

=28 T (3.13)

Pendant un tempdt, la résistance dissipe par effet Joule une éneRjjédt et le bilan
s'établit ainsi 2 1
q q -2
d|=—+— dt = 3.14
{ 5C + 5 } + Rq 0, ( )

qui, par dérivation, permet de retrouver I'équation (3.10)
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4 Qscillations forcées

4.1 Introduction

C’est un chapitre important, avec beaucoup d’applicatioéponse d’'un véhicule aux
cahots de la route, excitation d’un circuit par un généraBhy etc. , et surtout le concept
de résonance : a certaines fréquences, le systeme répandreevamplitude trés grande a la
sollicitation extérieure.

Certains exemples de résonance sont célebres : pontsiga&ureous une troupe mar-
chant au pas cadencé, cantatrice brisant par sa voix undecastal, moine malingre fai-
sant mieux sonner les cloches qu’un lutteur de foire qustinda corde trop frénétiquement,
manifestants renversant des voitures qu'ils agitenteadgiment a un rythme approprié, etc.

4.2 Situation du probleme

Nous reprenons un oscillateur horizontal et imaginonsmgiforce supplémentairgt)
s’exerce sur la masse. En rapatriant a gauche les forcepplel it de frottement, la loi de
Newton devient

mi + M\ + kr = f(t), i+ 2ad+wiz=g(t), (4.1)

en posanti(t) = F'(t)/m, qui a les dimensions d’'une accélération.
Pour une telle équatidh les solutions sont de la forme (voir appendice)

z(t) = xp(t) + [arz1(t) + asxa(t)] (4.2)

ou le crochet représente la solution la plus générale dedon homogene associée a (4.1),
avec deux constantes arbitraires a évaluer d’apres lestoorsdinitiales, etz, est un€
solution particuliére.

4.3 Cas d’'un systéme amorti

Par rapport au probléeme mathématique d’'une équation tméaiec second membre,
nous avons ici un systeme avac> 0, amorti, et les solutions de I'’équation homogene
décroissent exponentiellement quane +oo, avec ou sans oscillations.

Il en résulte que si on recommence I'expérience avec la mé&giggon F'(t) mais des
conditions initiales différentes, le systéme aura, pogrand, la méme répons€t). Nous
observons unaniversalitédu mouvement induit quand— oo, ou si I'on veut, une perte de
la mémoire des conditions initiales.

d. Certains résultats ci-dessous resteraient valablasym@équation a coefficients non constants, pourvu
gu’elle restat linéaire.

e. Ne pas dirda solution particuliére, & moins que quelque chose ne la t&iae (forme polynomiale,
fonction périodique, etc.)
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Preuve : Voir appendice. SiV(t) et 22 (¢)
sont deux solutions avec le mént&t) et des

L — conditions initiales différentes;(") (1) — z((t)
o8] est solution de I'équation homogéne et décroit
0.6 exponentiellement. CQFD.
0.4 Précaution. La linéarité est essentielle ici.
0.2 Pour des systemes non linéaires, on observe sou-
5 a A s 10" vent une légere dépendance du comportement

asymptotique vis-a-vis des conditions initiales,
FIGURE 10 — Deux solutions de I'équa-et parfois une sensibilité pathologique (une in-
tion & + 3% + x = tht, I'une avec dé- fime variation des Cl entraine un changement
placement initial sans vitesse (pointillésyualitatif du comportement). C'est la théorie
I'autre avec vitesse initiale sans déplacdu chaos déterministgour lequel il existe des
ment livres d’introduction trés abordables.

4.4 Cas d’'un systeme périodique

Il n’est pas nécessaire de brller les étapes et de se pedapitles seconds membres
sinusoidaux, méme si ce sont les exemples les plus souvenatéeash

N Le résultat est le suivant. Si(t) est pério-
0.8 dique, de période T, alors la réponse univer-
0.6 selle asymptotique est également périodique, de
8‘2' /\ /\ méme périodq’.
' . Preuve : on considergt) etx(t + 7)), la dif-
0.2 \/ 10 \/ 15 \/20 férence satisfait I'équation homogéne et donc dé-
04 croit exponentiellement. CQFD.

Langage. Dans le cas dU(t) est périodique,
FIGURE 11 — Solution def + 32 + = = on a coutume de parler de la solution périodique
sint, avecr(0) = 1 et£(0) = 0 : la solu- comme duégime permanenet du crochet dans
tion devient progressivement périodiqug4.2) comme du terme dégime transitoire

45 Cas d'une excitation sinusoidale

Avec les coefficients constants de I'équation (4.2) si le imende droite est sinusoidal,
la solution de régime permanent est elle aussi sinusoi@alezérifie en effet que:(t) =
xm cos(wt — ¢) est solution de

&+ 20 + wir = g cos(wt) (4.3)

si on choisit correctement,, et ¢.

f. Une période est un nombre positiftel que f(t + 7) = f(t) Vt. La période est le plus petit de ces
nombres. Les autres sont des multiples.
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Le calcul explicite der,, et ¢ peut se faire en reportant I'expressionade) et en identi-
fiant, mais c’est un peu laborieux. Deux méthodes plus poissaont a notre disposition, le
diagramme de Fresnel et la méthode des complexes, qui esofaiassez complémentaires.

4.5.1 Diagramme de Fresnel

La quantitéu(t) = acos(wt), a > 0 est la projection horizontale d’un vecteur tournant
de longueur: et d’anglewt par rapport a I'horizontale. Il faut remarquer quét) a une
longueur multipliée pap et une phase augmentéede, car

[cos(wt)]" = w cos(wt + 7/2) , (4.4)

Autrement dit, la dérivée premiére est représentée paratewedirectement perpendiculaire
et de longueur multipliée pav, la dérivée seconde par un vecteur opposé et de longueur
multipliée parw?, etc.

L'équation (4.3) a l'interprétation géométrique suli-
vante, si on recherche la solution sinusoidale =
xm cos(wt — ¢). On prendvt — ¢ comme référence des
phases, et on trace?z,,, horizontal, on le prolonge
20W Ty, par 2awr,, vertical, et on compléte pav?z,,, hori-
zontal vers l'arriere. Le tout doit donner un vecteur de
0 longueurg,, et de phase-¢ par rapport a la référence.
On voit immédiatement sur la figure que

w%mm X
9m
V(W2 — w?)? + 4a2w? ’
FIGURE 12 — Diagramme de Fres- wE — w?
i ité COSQp =
nel pour un osq!llateur excité par ¢ \/(wQ = dat?
une force sinusoidale 0

. 200w
sin ¢ = .
\/(wg — w?)? + 4a2w?

Im =

. (4.5)

4.5.2 Méthode des complexes

L'équation différentielle (4.1) a des coefficients réelsndsi une fonction complext)
est solution, sa partie réelle et sa partie imaginaire swatisns de I'équation aveRe F'(t)
etZm F(t), respectivement. Cette propriété remarquable permetetelvdr la solution si-
nusoidale comme la partie réelle d’une solution

2(t) = ., expliwt) (4.6)

de I'équation
i+ 200 4wz = g exp(iwt) , (4.7)
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qui permet d'utiliser la simplicité des manipulations dggques avec des exponentielles, au
lieu des fonctions trigonométriques. Il faut remarquer que

T, = Ty exp(—ig) , (4.8)

contient a la fois le module et la phase de la solution chexcBéon reporte dans I'équation
et simplifie par I'exponentielle qui est en facteur partauttrouve
G
= (4.9)

T
(W - w?) + 2w’

ce qui permet de retrouver les résultats (4.5).

4.5.3 Méthode de la transformée de Laplace

Par rapport au cas des oscillations amorties du chapitcggedit, il y a un terme sup-
plémentairey,, exp(iwt) dont la transformée de Laplace est/(p — iw). La transformée de
Laplace de la solutiom(t) recherchée est donc

X()_px0+j:0+2a:c0+ Jm
P p?+2ap+wt  (p—iw)(p?+2ap+wid)

Il n'y a pas de difficulté a calculer la décomposition en élataesimples, mais c’est un
peu long. La structure est la suivante : termes régulierg en iw qui correspondent a
des exponentielles décroissantes, et un terme de pgle-enw qui correspond au régime
stationnaire. Explicitement

(4.10)

m 1
X(p) = 411
9 Wi — w? + 2iaw p — iw (4.11)
soit
z(t) = Jm exp(iwt) + - - - (4.12)

W — w? + 2iaw
et on retrouve bien I'amplitude et la phase du régime statior. On pourrait bien-sar faire
un calcul complet et évaluer le régime transitoire en famctles conditions initiales.
4.5.4 Aspects énergétiques
La puissance communiquée a la masse par la force extérigture e

P =iF(t) = —wry sin(wt — ¢)Gyy, cos(wt) . (4.13)
Pour calculer sa valeur moyenne sur une période d’exait&tig'w , soit on développe
sin(wt — ¢) et utilise (sin(wt) cos(wt)) = 0 et (cos?(wt)) = 1/2; soit on utilise la formule
2sin(a) cos(b) = sin(a + b) — sin(a — b), pour arriver dans les deux cas a

1
(P) = émwmem sin ¢ , (4.14)

proportionnelle &, et asin ¢.
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4.6 Résonance
4.6.1 Courbes de réponse

Il est intéressant de noter qug, et ¢ dépendent fortement de la pulsation d’excitation
w, surtout si 'amortissement est petit. Il est commode de poger= w/w, pour mesurer
la pulsation en unités de la pulsation de référengede méme de poset, = (G,,/wi) X,
etc. Au total, si on introduit les grandeurs sans dimensiameerselles

X =205 /Gy V =20wo/Gn, A=ajw,

2 4.15
Q=wfwy,  (P)="%mf) (449

2(,()0

on peut réécrire les résultats précédents comme

X = 1 , V= ! ,
V(@2 —1)2 + 44202 V(@2 —1)2 + 4422
1—02 240
cos g = , sin ¢ = , (4.16)
V(92 —1)2 + 442002 V(92 — 1)2 + 44202

2402
Q) = .
S R SR I NV EE

Le tracé des courbes pour différentes valeursldionne les résultats suivants.

Pour A trés petit, on a une réponse trés intense au voisinage dew,, et trés petite
en comparaison ailleurs. La phase proche de 0 podrw,, dew pourw > wy évolue trés
rapidement, en passant paf2 pourw = wy.

Pour A un peu plus grand, I'effet est moins marqué.

Pour A plus grand, il s’estompe peu a peu.

On voit que si un systeme faiblement amorti est attaqué amegulsatiorproche de
sa pulsation propreil réagit trés fortement, d’ou les phénomeénes spectaesl@voqués en
introduction.

La figure montre aussi que I'énergie est dissipée beaucagpsily ~ wy, surtout si
'amortissement est faible.

4.6.2 Bande passante, facteur de qualité

Pour caractériser I'acuité de la réponse d’'un oscillatauioaction de la pulsation, on
définit unebande passante
wp < wy < wsy , (417)
telle que
1. 'amplitude de la vitesse,, (w) > vm(wo)/Vv/2,
2. laphaseest/4 < ¢ < 37/4,
3. la puissanc®(w) > P(wy)/2.
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X
A=0.01
16+
¢
T+ T4
/24 T2+
A=0.1 A=1
' Q ' Q
1 1
f() f()
A =001 A=0.1 A=1
16+ 4+ 0.4+
JIL 0 |1 0 | 0

1

FIGURE 13 — AmplitudeX, phase du déplacementet puissance réduité(w) en fonction
du rapport? = w/w, de la pulsation extérieure a la pulsation propre de I'cestalir, pour
différentes valeurs de I'amortissement
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Voir figure 15. Ces criteres sont compatibles entre eux eheéoinles valeurs), w, et la
bande passante

wy ~we(l—A), wo ~ wo(l+ A), Aw = wy — w1 = 2Awy , (4.18)
Aux extrémités de la bande passante, I'amplitude du mouremeg est approximativement
divisée pan/2.
i C

| |
I 1
Aw 1

o Q' 419 5 [] U(t) @

qui est donc un nombre sans dimension, d’autant
plus grand que la résonance est étroite. En reportant ML ;

lexpression ci-dessus, on trouve FIGURE 14 — CircuitR, L, C alimenté
en alternatif

On définit lefacteur de qualit&) par la relation

Q=" (4.20)

Reste a démontrer (4.18). La puissance moyenne contiemttieur

2402

1) = (1—Q2)2 + 44202 (4.21)

maximal pourQ = 1, avec valeurl/(2A), ce qui définit les extrémités de la bande par I'équation
f(2) =1/(4A), qui s’écrit

1 2
Q- =) =442 4.22
(a-g) —oa°. @.22)
gui se sépare en deux équations dont on prend la racinevgositi
0F,£240,,-1=0, (4.23)
qui donne, par soustraction, exactement
Qo — O =24, (4.24)

et en supposant que la bande passante est centrée aufour deapproximation d’autant meilleure
gue cette bande passante est étroite,
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4.7 Excitation d’un circuit R, L, C

>

Un circuitR, L, C alimenté par une tension alter- 7/2
nativeU,, cos(wt) est 'analogue parfait de I'oscilla- A=0.1
teur amorti excité par une force sinusoidale. Mais, il
y a des traditions un peu différentes quant aux nota- Q
tions.

Par exemple, 'usage est d’exprimer le résultat
moins souvent par la charge I'analogue dec(t), —m/2-
que par l'intensité(¢). En notations complexes, si
i = I,, pour le régime permanerit,, = ZI,, définit FIGURE 16 — Déphasage du courant
limpédanceZ qui généralise en alternatif la notiorPar rapport a la tension, pour un cir-

de résistance pour les courants continus. ICi Cuit 2, L, C, en fonction de la pulsa-
tion réduite2 = w/wy
Z=R+ilw— — (4.26)
Cw

Autre conséquence du changementqd® a i(t) : si on définit le déphasage comme
i(t) = I, cos(wt — @), il y aura un décalage de/2 par rapport a la notation précédente, et la
courbe donnanp en fonction dev aura l'allure de la figure. En basse fréquence, le conden-
sateur domine ep ~ —/2. A la résonance, les réactances se neutralisent, le ceuit
comporte comme une résistance purej et 0. Pour les hautes fréquences, I'auto-induction

imposep ~ /2.
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v
VmaX B
Vmax/\f2 H-—mmmmm oo -~
! 0
¢ Ql QQ
3m/4-
/4
Q
f(§)
fmaX
2
Q

FIGURE 15 — Les extrémités de la bande passante correspondent &nplitide de vitesse
/2 fois plus petite qu’a la résonance, a un déphasagé tleu 3 /4 ou bien & une puissance
moitié de sa valeur a la résonance.
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5 Oscillations couplées

5.1 Introduction

Il s’agit d’'un phénomene général : un dispositif mécaniquievipre entraine des oscil-
lations dans les piéces avec lesquelles il est en contagbueafait vibrer le moteur et la
carrosserie, par exemple. Ces oscillations sont exceplament sur une seule fréquence,
en phase ou en opposition de phase. En général les osafiatimplées font intervenir une
superposition de plusieurs fréquences.

Dans ce chapitre, seront traitées en détail les oscillatd® deux ressorts identiques
couplés par un troisieme ressort, pour lequel les calcuisfaoiles, et un mot sera dit de cas
plus généraux. Les TD offriront des exemples de couplag@épdie ou par amortisseur, et
de leurs analogues électriques.

La chaine infinie de ressorts introduit un enchainement laveeconde partie du cours,
dédiée aux ondes.

5.2 Oscillation de deux ressorts couplés

Le dispositif est schématisé sur la figure. Chaque massespétée par rapport a sa

FIGURE 17 — Ressorts couplés

position d’équilibre qui, en général, n’egtasla position de repos. Si par exemple, on écrit
gue le ressort de gauche exerce une foréer,, il ne s'agit pas de la force totale exercée
par ce ressort, mais de la forsepplémentairelue a I'écart den, par rapport a I'équilibre.
Cette facon de raisonner élimine les termes constants @es loie force.

Noter aussi que les deux axes sont dirigés dans le méme sdtesc@nvention, qui parait
naturelle, fait quer; > 0 comprime le ressort central, tandis que> 0 I'étire. Quand on
traite 'analogue électrique de ce probleme (voir TD), oinedurellement amené a adopter
une convention différente pour les charge®t ¢,, avec I'analogier; < ¢; etxy «— —qo.

La loi de Newton pour ces ressorts est

mlil = —k’ll‘l + K(ZL‘Q — Il'l) s mgfi‘g = —k?gl‘g — K(ZL‘Q — 1‘1) s (51)

car si, par exempley, > x1, le ressort central est étiré et tire positivement a gauthe e
négativement a droite.

La résolution générale de ce systeme dépasse un peu le eagreaurs. Pour une seule équation,
md + kx = 0, la recherche d’'une solution(t) « cos(wt) donne une seule valeur deet une
phase arbitraire, dictée par les conditions initialesrPad), on peut chercher de méme les solutions
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a fréquence commune;; = aj cos(wt), x2 = ascos(wt), ce qui donne le systéme d’équations
homogeénes

(—m1w2 + k1 + K)a,1 —Kay =0, —Kay + (—m2w2 + ko + K)ag =0. (52)

En général, le déterminant est non nul, et la solutipr= a> = 0 est unique. Mais pour les valeurs
particulieres dev qui annulent le déterminanon a la possibilité d'avoin; et as non nuls, avec
toutefois le rapports /a; fixé, soit{a;,as} o« {1, \}. Deux pulsationsy, etw (choisies positives)
annulent le déterminant, et la solution la plus générale est

<2§3> = Acos(wat + ¢a) <)\1a> + B cos(wyt + ¢b) (;b> , (5.3)

ol les quantitésu,, wp, A, €t A, sont intrinséques, c'est a dire déterminées par les éaqsata
mouvement, tandis que les amplitudésB, )\, et \, varient d’'une expérience a l'autre, au gré des
conditions initiales.

L'idée sous-jacente, dans I'annulation de ce détermir@@st qu'en combinant linéairement les
équations, on arrive a des équations découplées pour lgslfesinconnues. C’est que ce nous allons
montrer explicitement sur un cas particulier.

Considérons le cas symétriquebu= ky; = k, m; = my = m et K = k pour simplifier
les calculs. Les deux équations s’écrivent, avge= k/m,

.o 2 2
1 + 2wy = wyTse ,

Iy + 2w3x2 = ngl , (5.4)
et si on les ajoute et les retranche, on arrive a
B4+ By +wi(z +a0) =0, &y — &9+ 3wi(wy —x3) =0, (5.5)
gui sont découplées et ont pour solution
z1(t) 4+ 22(t) = Acos(wot + @),  1(t) — 2o(t) = B cos(woV3t + 1) . (5.6)

exhibant les pulsations propres etwv/3 9.

5.3 Interprétation physique

Les conditions initiales les plus générales peuvent étnsidérées comme une combi-
naison linéaire du cas at} o = 22 €td1 o = &2 €t du cas otk g = —x9 €td1 9 = —Zap.

Pour le premier cas, prenons I'exemplexde = z,, avec vitesses nulles. Les deux
masses sont écartées de la méme quantité et relachéessae cesitral n’est pas modifié.
Chaque masse évolue sous l'effet du ressort qui la relie ay ehwscille donc avec la
pulsationwy.

Pour le second cas, écartons les masses symétriquemeni, a¢eq nos conventions,
correspond &,y = —x2, €t lachons les. Par raison de symétrie, on aura toujoyt$ =

g. cette valeur serait différente i # k
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—x4(t), et le ressort central est comprimé ou étiré symétriguenientt se passe comme
si le milieu du ressort central était fixé par un clou. La pemmimasse, par exemple, est
retenu par un ressokta sa gauche, et un resspkta sa droité, soit une raideusk, d’ou la

pulsationwyv/3.

5.4 Battements

Si on reprend les calculs avé€ # k, on trouve que les pulsations propres, pour les
modes paralléle et symétrique, sont

Wy = W ws = w1+ 2K/k (5.7)

si bien que pour une ressort central maux k, les deux pulsations qui se composent dans
x1(t) ety (t) sont trés voisines et donnent lieu & des battements. Voiefigu

X
1

05+

-05+

-1+

FIGURE 18 — Solutions poum; = my = 1 etk; = ks = 1, K = 0,1, avec les conditions
initialesx; o = 1, x99 = &1 = &2 = 0. Chaque déplacemenf(t) exhibe des battements,
en opposition pour respecter la conservation de I'énergie.

5.5 Bilan d’énergie

Dans un systéme couplé, I'énergie totale est conservés, paail’énergie individuelle
de chaque oscillateur.

Avec les notations précédentes, I'énergie se décompose en

— I'énergiemi?/2 + kx? /2 du premier oscillateur,

— I'énergiemi3/2 + kx3/2 du second oscillateur,

— I'énergieK (z; — x)?/2 du couplage.

Ces termes sont représentés sur la figure, avec les valauériques et conditions ini-
tiales donnant les battements représentés sur la figuréqeste.

h. un ressort de longueur moitié a une raideur double
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10 20 30 40 50 60

FIGURE 19 — Différentes contributions a I'énergie totale pour=m, = 1 etk; = ky = 1,
K = 0,1, avec les conditions initiales, o = 1, x5 = @19 = @29 = 0 : énergie du premier
oscillateur, énergie du second, et énergie de couplage.

5.6 Oscillateurs couplés amortis

Il n'y a pas de diffi-

06| culté de principe & intro-
04 duire des termes d’amor-
02t [N N tissement. On recherche
HWHE ,/\v/\ﬁv/\/\/\vf\ . toujours des combinai-
ol %‘," \/39/ \/,30 40T R0 & sons qui obéissent a des
CAM ' équation indé-
04y pendantes, mais les solu-
-0.6 tions de ces équations ne
08| sont plus enexp(tiwt)

(d’ou cos(wt + ¢)), mais
FIGURE 20 — Solutions du systéme 5.8, avec les mémes p&aexp(rt), our est soit
métres et conditions intitiales que pour la figure 18, mais fi®mMplexe avec une partie
force de frottement-\i;, A = 0, 1, agit aussi sur chaque osciltéelle négative, soit réel

lateur. . . . négatif.
Dans le cas de masses et ressorts latéraux identiques,ientobt

mjfl —+ )\.’L‘l —+ ]i]l’l = K(SEQ — .I‘l) s m.i'g —+ )\.TQ —+ ]i]l’z = K(SEl — .I‘Q) s (58)

Un exemple de solution est donnée dans la figure.

5.7 Oscillateurs couplés excités

Si une force extérieure s’applique a I'une des masses, oacuok des masses, la dyna-
mique est décrite par un systeme avec second membre, paplexem

La structure des solutions est la méme que pour un oscitlateque excité extérieurement :
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— la solution la plus générale est la somme d’une solutiotiquéiere et d’'une solution
guelcongue du systeme homogene associé,
— siA > 0 la solution asymptotique (— oo) est universelle, indépendante des condi-
tions initiales,
— Si F(t) est périodique, cette solution asymptotique est périaiqu
— si F(t) = Fycos(wt) est sinusoidale, cette solution asymptotique est faiteeds d
sinusoides; = a; cos(wt — ¢;).
Un exemple de; et ¢; en fonction dev est donné dans la figure : on voit un pic et une
variation rapide de phase quangasse par les fréquences propres du systeme. Il y a autant
de résonances que de degrés de liberté.

a r 0N O W
N W M OO

0.5 1 1.5 2 0.5 1 1.5 2 2.5 3

FIGURE 21 — Amplitudesu; et phases); en fonction dev du régime permanent pour une
excitation sinusoidalé’(t) = Fy, cos(wt) dans I'équation (5.9). Les valeurs sanit = 1,
m=1letk=1K=0,2,A=0,1.

5.8 Chaine d'oscillateurs

Les notations sont résumées sur la figure. La massest décalée de, par rapport a sa

FIGURE 22 — Chaine de ressorts

position d’équilibre Le ressort situé a sa droite voit sa longueur modifiée,de — z,, par
rapport a cet équilibre et exerce donc une faapplémentairé:(x,.1 — x,) qui est bien
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positive six,, .1 —x, > 0. De méme, le ressort situé a gauche exerce une force supybiree
k(x,_1 — z,). La loi de Newton est donc

m:cn -+ 2]€£Cn — k(anrl + SCnfl) =0 , (510)

qui peut étre valable également pour la premiere=(1) et la derniére’{ = N) masse si on
convient que
o = TN+1 = 0. (511)

On cherche des modes sinusoidayx cos(wt + ¢) de méme pulsation pour toutes mes
masses, sachant qu’on pourra ensuite superposer ce®sslptiur construire des solutions
plus générales. Plus précisément, on pose

z,(t) = Aexpli(wt + an)] , (5.12)

La motivation pour une telle forme, avec des amplitudes= A exp(ian) en progression géo-
métrique, vient de ce que,(t) = A,, exp(wt) donne

AnJrl - An(Q - WQ/U‘)(%) + Anfl =0 ) (513)

avecw? = k/m, ce qui évoque qu'une progression géométrigye= r" vérifie une relation de
récurrence du second ordre a coefficients constants. Clievairew,, oc 7™ est solution d’une relation
de récurrenceu,, | +bu,, +cu,_1 = 0 sir obéit aI'équation, dite « caractéristiquer?+br+4-c = 0.

Ici, cette équation caractéristique est— (2 — w?/w?)r + 1 = 0. Le produit des racines est
riro = 1, la sommer; + 19 = 2 — w2/wg < 2, ce qui exclut deux racines réellest 1/r pour
lesquelles: + 1/r > 2. Le discriminant est négatif et les racines sont deux coxegleonjugués de
module 1, 5 = exp(+a«), d’'ou la notation (5.13).

En reportant (5.11), on obtient

2 2

exp(icr) + exp(—ia) = 2 — w_2 . sin®(a/2) = w_2 ) (5.14)
Wo Wo
ce qui signifie que toute valeur detelle qued < w < 2w, esta priori envisageable, et que
pourw donné, deux valeurs desont possibles, opposées 'une de I'autre.
En combinant les deux solutionsp(ian) etexp(—ian), on peut former le réalin(an)
qui s’annule pour. = 0 et satisfait la premieére des conditions (5.11). On cherateestade
une solution

zp(t) = Acos(wt + ¢) sin(an) , (5.15)
et la second condition limite sera vérifiée si

T 2 km

in|(N+1)a] = =
Snl(N+1)a] =0, ="

(5.16)

ou I'on peut se restreindrea > 0 (sinon on changel en —A), et ak < N (sinon on
retrouve les mémes solutions changées de signe).
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En résumé, nous obtenoné solutions stationnaires indépendantes dont les combinai-
sons linéaires construisent la solution la plus généraesdbt

M) (1) = Ay cos(wit + op) sin(agn) ,  k=1,2... N
km S s km (5.17)
ap = W =2wpsi | ———— ] .
PN+ H T 2N+ 1)

Elles sont représentées sur la figure pdur= 4, avec une amplitudd, = 1 au moment
ou cos(wy + ¢) = 1. Pourk = 1 les masses vibrent toutes en phase. Rour2, celles de
gauche sont en opposition avec celles de droite. Puis leggeh@ents de phase sont de plus
en plus fréquents quandvarie.

k =1 k =2
1 o o 1 o
0.5 o o 0.5 ®
® 1 2 3 4 , ® 1 2 3 4 ,
0.5 0.5 ®
1 1 o
k =3 k =4
1 o o 1 o
0.5 0.5 [
@ 1 2 3 4 ’ ® 1 2 3 4 ,
-0.5 o ® -0.5 [ )
-1 -1 .

FIGURE 23 — Instantané des quatre masses au moment d’élongatieamedeyour les quatre
modes d’'une chaine de quatre ressorts identiques.

La limite de N — oo donne un avant-goQt des ondes acoustiques stationnaivesi
pose que le ressort a un module d’Youngéparti sur une longueur totale Chaque ressort
aune longueuf = L/(N + 1), etune raideuk = Y/{ = Y (N + 1)/L. La masse total@/
est répartie etV masselottes: = M /N. D’ou

WOZ@:,/%\/N(NH), (5.18)

et (5.17) devient, pour les modes« N,

Y

B 5.19
— (5.19)

wy ~ kT

ou apparait une fréquence fondamentalest ses harmoniques, = kw,. Par ailleurs, si
on réécrit la dépendance spatiale des solutiongvn) = sin(Kz,), avecr, = nL/N
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I'abscisse de la*masse e’ = N/ L, on voit d'aprés (5.14), que

% — /YL/M (5.20)

qui est la vitesse de propagation, la méme pour tous les modes

5.9 Méthode de Laplace pour des oscillateurs couplés

Revenons par exemple aux équations couplées (5.1). Si eohehkes transformées de
LaplaceX; (p) et X»(p), il faut résoudre

[mip® + (k1 + K)]|X1(p) — KXa(p) = mupzio + miTyi ,

] 5.21
—KXi(p) + [m2p2 + (ko + K)|Xo(p) = mupzag + madap , ( )

On voit que la solution pouk’; (p) ou X, (p) est une fraction rationnelle dont le dénominateur
est le déterminant de la matrice des coefficients. Si onea&ri@crire ce déterminant comme
myma(p? + w?)(p* + w?), on voit que la TL der, (¢) sera de la forme

X (p) = Aip+ar  Bip+ 5
R A A

(5.22)
ou on peut tout calculer explicitement avec un peu de temgspplication. On obtient

x1(t) = Aj cos(w,t) + % sin(wat) + By cos(wpt) + b sin(wpt) , (5.23)
a Wh

et quelque chose d’analogue paty(t). On retrouve bien les pulsations propres comme
racines du méme déterminant.
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6 Ondes a une dimension

6.1 Introduction

Jusqu’a présent n’étaient envisagées dans ce cours quarigEsons de grandeurs mé-
canigues ou autres en un point donné : potentiel d'un comdiems vitesse d’'une masse
accrochée a un ressort, etc.

Dans un milieu continu, la variation d’'une grandeur en umpentraine sa modification
un peu plus loin un peu plus tard, par un phénomen@rdpagation Par exemple, des
voyageurs sur un quai se lévent les uns aprés les autresisqoekst au bout est informé
gue le train va arriver et transmets la nouvelle a ses voisins

Dans un tuyau, une compression locale a tendance a se prapegeont les ondes
acoustiques.

FIGURE 24 — Onde de compression dans un tuyau rempli d’air

L'excitation transverse d’une corde nous fournira le pemekemple d’onde mécanique.
On agite la corde a un bout, le signal se propage. Et si I'agitast entretenue, une onde

progressive est créée.
| ;t/\ﬁ CN

FIGURE 25 — Propagation d’un train d’onde sur une corde tendue

Nous envisagerons aussi la propagation d’ondes électrisureune ligne de transport,
la propagation d’ondes électromagnétiques dans le videwns dn milieu, et la propagation
des ondes thermiques. Les ondes mécaniques et électramags®beéissent a une équation
de commune, qui assure une vitesse commune a toutes legricegu Ce n’est pas le cas
pour les ondes thermiques, ou pour les ondes de concentraties signaux sont de ce fait
déformés.
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6.2 Définitions

Le prototype d’'une onde egiz,t) = acos(kr — wt + ¢), qui est parfois écrit avec
cos(wt — kx4 ¢), ce qui change le signe dell y a de (trop) nombreuses grandeurs définies.
Pour la dépendance en tempsgst lapulsation avecw = 27 = 27/T siv est lafréquence
etT lapériode

La différence entre cos(kx — wt + ¢) etbcos(kx + wt + ¢), Sik > 0 etw > 0, c'est
gue la premiere se propaygers lesr positifset la seconde vers las< 0. En effet, si on suit
un point de phase constante, par exemple un maximum, il daég le premier cas a une
équationkz — wt = C*, qui est analogue a la loi horaire d’un mobile se déplacast ane
vitesse positive.

Pour la dépendance spatiateest la nombre d’'onde, avéc= 27/ définissant ldon-
gueur d’ondeSi on €crit plus généralementr, t) = a cos(k.r —wt+ ¢), le vecteur d’onde
k indique également la direction de propagation.

Au tempst = 0, la vibration est maximale aux points tels que(kz + ¢) = 1 (Si a>0).
Prenons le point = —¢/k. A un instantt > 0, ce point est a 'abscisse= wt/k + ¢/k.

Le maximum se déplace comme un mobile de vitesse uniforyite qui est lavitesse de
propagation

Dans cet exemple, le cas le plus simple est conceptuelleoaduitou a est constant.
L'onde se propage alors sans atténuation. En pratigfiejra toujours par décroitre. Si la
modélisation esti(x) = agexp(—|z|/¢), ¢ est la longueur d’atténuation, ou longueur de
pénétration (par exemple pour une onde électromagnétiapeuh milieu).

6.3 Propagation d’un signal riche

En pratique, les ondes mécaniques contiennent plusietgadnces, les sons s’étalent
dans le grave et I'aigu, les signaux visuels ont une gammanwdique. Un modéle simple
est

y(z,t) = ay cos(wit — k1x) + as cos(wat — ko) | (6.1)
Une reproductiofiidéleenz > 0 du signal enc = 0 implique :

1. que les signaux ont gardé leur amplitude respeati\& a, ou bien sont atténués par
le méme facteur,

2. que la synchronisation n’est pas altérée, c’est-a-dieeles signaux se sont propages
avec la méme vitesse.

Un manquement a la premiére condition serait par exemplemaent on ne percevrait
bien que l'aigu, et dont les graves seraient effacés.

Pour la seconde condition, imaginons un instant que lessooykgjues n'aient pas toutes
la méme vitesse. D’un train qui passe au loin, un observagsait d’abord la carcasse grise,
sans portes, et un peu plus tard, il verrait passer les panrd@gie, seules!

Noter que la désynchronisation existe : par temps d’orage/oit un éclair au loin et
n’entend le bruit que quelques secondes plus tard. De méuardgpassage d’'un avion.
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La figure donne quelques exemples de déformation. Les eifetisséparés, mais dans
la pratique, ils sont souvent tous présents en méme tempgrdmier exemple compare
cos(t) + (1/4) cos(2t) dont 'harmonique est réduite de moitié par rapport au igaaé-
férencecos(t) + (1/2) cos(2t). Le deuxiéme exemple compare les graphes de I'évolution en
temps dey(z,t) = cos(t — x) + (1/2) cos(2t — 1, 5z) enz = 0 (référence), puis en = 1 et
x = 2. Le fait que la vitesse /k de 'harmonique n’est pas la méme que pour le fondamental
induit de graves distorsions.

y y
15},
\

1

0.5

-0.5

FIGURE 26 — Exemples de déformation : a gauche, la premiere harmereqt atténuée

dans le signal percu (trait plein) par rapport au signal gpoitillé) ; a droite, la premiere

harmonique n’est pas atténuée, mais elle se propage a @ssevidifférente et le signal a
différentes valeurs de > 0 ne reproduit pas le signal de référence.

6.4 Vitesse de phase, vitesse de groupe

Reprenons le cas d’'un signal & deux composantes chromaii§ug dans le cas ou les
deux fréquences sont voisines. Pour chaque valeut, ad®us avons des battements : un
signal rapide de pulsatian, = (w; + wy)/2 oscillant dans une enveloppe évoluant avec la
pulsationu; = (wy — w1)/2, Siwy > wy.

Pourz = 0, cela correspond a la décomposition

aj exp(iwit) + ag exp(iwat) = exp(iwst) [ag exp(iwgt) + a1 exp(—iwgt)] . (6.2)
gui se généralise immédiatement en

ay exp(iwt—ikiz) + ag exp(iwgt — ikox) = 63
exp(iwst — tksx) [ag exp(iwgt — ikqx) + ai exp(—iwgt + ikqt)] . '

aveck, = (ki + ko)/2 etky = (k2 — k1)/2. On voit que I'enveloppe et le signal rapide se
propagent aux vitesses respectives

v Wi W U_WQ_Wl
¢ ki +ky ' . ko — Ky

(6.4)

gui sont nomméegitesse de phaset vitesse de groupdour un signal plus riche, la vitesse
de phase est simplement la vitessé: de la composante chromatiqueet elle peut varier



34 IUT, ONDES ETVIBRATIONS, COURS

avecw. La vitesse de groupe,(w) est la dérivée de par rapport &:.

w _dw

vy(w) = T vg(w) = Pk (6.5)

La vitesse qui compte dépend du détecteur. S’il est sergildeomposante rapide des
battements, ce sera la vitesse de phase. Mais le plus splevdatecteur ne percoit que les
modulations, et est donc sensible a la vitesse de groupe.

FIGURE 27 — Propagation d’'une superposition de deux fréquencesnesi. L'état de la
vibration est représenté en fonction @ des instants successifs. Un ceil exercé verra que
les pics fins se propagent plus vite que I'enveloppe.
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7 La corde vibrante

7.1 Tension de la corde

FIGURE 28 — Tension de la corde en un point

La corde est tendue horizontalement, avec une tensiddn n’envisage que des petits
déplacements verticaux, qui ne donnent que de petitesaistins, méme si les effets sont
grossis sur les figures.

L'effet de la pesanteur est négligé.

Comme il n’y a pas de déplacement horizontal, et comme lelgsusgnt petits, on aura

T,~T=C", (7.1)

et comme la tension est paralléle a la tangente a la coipd, = dy/dz, qu'il faut
convertir en dérivées partielles;sdépend aussi du temps, soit
Oy(z,1)

oxr '’

force verticale exercée par la partie gauche sur la parntigedenz. Inversement, la partie
gauche exerce un force verticald, (x) sur la partie droite.

T,(x)=T

(7.2)

7.2 Equation du mouvement

Ecrivons la loi de Newton pour un élément compris entre lesiabes: etz + dz, et
de masseudz, si i est la masse linéique de la corde, supposée homogéene. Ectoj
verticale

dy(z +da,t)  Oy(z,t)

pdej =Ty(x + dz) = Ty(x) =T e o |

(7.3)
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qui fait apparaitre par division pdr la dérivée partielle second8y(x,t)/dz* et que nous
pouvons reecrire
62y(l’,t) _ 0282y(x7t) ’ C2 — z ’ (74)
ot? Ox? 1
Cette equation a des propriétés remarquables. la prensectétre linéaire, avec pour
conséguence qu’une superposition de solutions simplea sammer un éventail plus grand
de solutions.
Si on cherche une onde progressive, t) = A cos(wt + kz + ¢), on arrive av? = k2,
ce qui signifie que toutes les pulsatidns: w < +oo sont possibles, pourvu que= w/c,
Acos(wt — kx + ¢ décrivant une onde qui se propage versaes”, Acos(wt + kz +
¢ vers lesz \,. Cette onde se propagans atténuatioret avec unevitesse universelle
w/k = ¢ = \/T/u, ce qui fait (voir chapitre précédent) un signal complexXetesmsmis
sans déformation
Le résultat précédent donne comme solution toute sup¢iguosi

y(x,t) = Z Ay, cos(w(t —x/c) + ¢,) + Z B, cos(w(t +z/c) + ), (7.5)

ou I'on voit que si riche que soit la palette chromatiqyér,¢) n'est jamais qu’une fonction de

t — x/c ajoutée a une fonction det+ x/c. Nous avons en effet un des rares exemples d’équation aux

dérivées partielles soluble analytiquement. Les mathéreas posent = t — z/c, w = t + x/c,
y(z,t) = y(u,w) et réécrivent 'équation comme
&Pg(u, w)
’ =0 7.6
Owdw ’ (7.6)

dont la solution la plus générale est bien
J(u,w) = f(u) +g(w), soit y(z,t) = f(t—=z/c)+g(t+az/c), (7.7)

ou f et g sont deux fonctions dérivables quelconques.

FIGURE 29 — Bilan sur un élémenix
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7.3 Bilan d’énergie

Dans un mode monochromatique se propageant par exemplibste, un petit élé-
mentdz autour de la positiom a un mouvement et une vitesse

y(t) = Acos(wt —kz + ¢), y=—Awsin(wt — kx + ¢), (7.8)

ce qui correspond a une énergie cinétique moyenne (se soguerisin®(wt + - - -)) = 1/2)
qui vaut(E,) = (udzA%w?/4). Mais (voir chapitre 2) pour cet oscillateur, ce n'est que la
moitié de I'énergie qui se partage a parts égales entre iér@rgtique moyenne et énergie
potentielle moyenne. Il y a donc une densité linéique d'gieer
1

€= §MA2w2 , (7.9)
Quand I'onde se propage avec la vitesselle apporte pendant un tenmgbiscette énergie sur
une longueurdt ou cette énergie demeure puisqu’il n’y a pas d’amortissérharpuissance
propagée par I'onde est donc

P = VTadW (7.10)

7.4 Raccordement

Nous imaginons une corde qui par exemple par amincissepasgerait au point = 0
d’'une masse linéique; a gauche a une valeps a droite. Supposons qu’un opérateur loin
sur la gauche provoque une onde incidente

Yy = A; cos(wt — ki) (7.11)

ou 'origine des temps est ajustée pour simplifier I'expi@sst oUk; = w/c1, ¢ = /T /111
étant la vitesse sur la partie gauche. Il est facile de voorgoe peut pas assurer la continuité
du déplacement vertical de la corde et de sa dérivée (quieaksuontinuité de la force) au
moyen d’une seule onde transmise

Yy = Ay cos(wt — ko) , (7.12)
avecky = w/c, ca = /T/ 1. Il estnécessaire’introduire également une onde réfléchie
yr = A, cos(wt + kyx) , (7.13)
de sorte que les équations de continuité s’écrivent
Ai+ A=A, k(A —A) =k A, (7.14)
et ont pour solution

2 _
B kik

A=A A=A ,
! ki + ko ki + ko

(7.15)
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soit
At:Aiﬂ’ ATIAiM, (7.16)
Vi + Vi Vit Vi

qui donnent bieM; = A; et A, = 0 en absence de discontinuité. Si 'onde transmise est
toujours en phase avec I'onde incidentg (A; > 0), ce n’est le cas pour I'onde réfléchie
que siky < kq, sinon elle repart en opposition de phase. C’est un phéneménéral, la
lumiére réfléchie de l'air sur I'eau est déphasée, mais ladweréfléchie depuis le fond
d’une piscine a la surface de I'eau ne I'est pas.

On peut vérifier que la puissance incidente se répartit gniisssance réfléchie et puis-
sance transmise, soit aux facteurs communs pres, voir)(7.10

VInA? = Vi A 4+ i A2 (7.17)

7.5 Ondes stationnaires

Nous considérons maintenant le cas d’une cordemigueur finieL, dex = 0axz = L'.
Puisque la corde est fixée en ces points,

y(0,t) =y(L,t) =0. (7.18)

En superposant une onde progressive vers la droite et un&vgauche, de méme amplitude
et en opposition & = 0,

y(z,t) = g cos(wt + ¢ — kx) — g cos(wt + ¢ + kx) = asin(wt + ¢) sin(kzx) , (7.19)

on arrive a construire, pour toute fréquengeine onde qui s'annule en= 0. La condition
enz = L impose

w2 nm
in(kL) = == e, .. 7.2
sin(kL) =0, k A AR (7.20)
et donc des pulsations
T
Wy = nZ, = , (7.21)
L\ p

faite d’'un fondamental, et de ses multiples entiers, qui correspondentrermoniques

Larelation (7.21) rappelle la dépendance observée vis-des parametres de réglages :
la tension de la corde permet au violoniste de retrouvectet; la longueur plus grande du
violoncelle, grave, par rapport au violon aigu, la masséidjue plus importante des cordes
graves du piano par rapport aux cordes des notes aigués.

Les premiers modes sont représentés sur la figure, aveatsyja, t) fortement exagéré
pour la lisibilité, a un instant ou les amplitudes sont exiaées. Pour le fondamental, les
points de la corde sont en phase. Les harmoniques font afppatasnceud®u I'amplitude
est nulle, et des ventres ou elle est la plus grande. Un vgitwoulant renforcer la premiére
harmonique n’attaquera pas la corde au milieu, mais au 1&u@44 de la longueur.

i. Une origine au milieu, avee variant de—L/2 a +L/2 est aussi envisageable, mais n’apporte pas de
simplification dans les calculs
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FIGURE 30 — Aspect de la corde (amplifié verticalement) a un instaéhddgation maximale,
pour les trois premiers modes.
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8 Ondes sonores

8.1 Introduction

Est présenté ici 'essentiel des ondes acoustiques. Ldisaigns et les développements
seront exposés dans le cours d’acoustique.

Il s’agit d’'ondes mécaniques, comme dans le chapitre peftéchais le mouvement de
vibration estongitudinal paralléle a la direction de propagation.

8.2 Pression et surpression

Dans un gaz, la pression est souvent assez élevée, de ltwdeepression atmosphé-
rique, P ~ 10° Pa. Quand une vibration est produite et se propage, ell@bgtulée par une
surpression locale et dépendant du temfs¢), avec|p| < P. Comme les phénomeénes
acoustiques sont trés rapides, I'équilibre des tempésniest pas atteint. L'évolution d’'un
volumeV est reliée a celle de la pression par laddiabatique

ar  d
Yo, (8.1)

PV
ouy = C,/C, est le rapport des chaleurs spécifiques a pression congtaat&olume
constant. La relation bien connd&/” = C* n’est pas nécessaire, qui requiert qusoit
constant sur une grande plage : sa forme différentielle a ge fonctionnement suffit, avec
la valeur dey en ce point.

8.3 Equation de propagation

Considérons un tube cylindrique de sect®mnenfermant un gaz de pressiéh tempé-
ratureT” et masse volumiqug. Imaginons une perturbation de I'état d’équilibre, qui fai
que le point d’abscissau reposz se retrouve e + u(x,t). Le volume Sdz devient
S(x + dz + u(x + dx,t) — 2 — u(z,t)), soit une variation relativéu/0x et donc une
surpression est donc= —yPou/0z.

La loi de Newton pour cet élément de mags&lz soumis aux forces§ (P + p(z,t)) &
gauche e5 (P + p(z + dz, t) a droite, s'écrit

pSdzi(z,t) = S(P + p(x,t)) — S(P + p(z + dz, t)) = —de% : (8.2)
st Pu(z,t) P JPu(z,t)
o T u e 83
Oou encore
Pu(x,t) 5 Pu(x,t) 2 P _ WQ | (8.4)

oz ¢ o2 0 M
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ou M est la masse molaire étla température absolue, si on suppose une équation d’état de
gaz parfait qui pour une mole prend la forRéN /1) = RT.

L'air a une masse molaird/ = 29 g moyenne entre 'oxygéne et I'azote, selon leurs
proportions respectives. A = 27°C qui correspond & = 300°K, la vitesse du son est
¢ = 347ml/s, en utilisan? = 8,32 Sl ety = 1,4 pour un gaz diatomique.

C’est beaucoup moins vite que pour la lumiére, expliquaciéealage déja mentionné
entre la perception de la lumiere et celle du son d’un éclair.

8.4 Raccordement de deux milieux

Le raisonnement est semblable a celui fait pour la tramséitre deux cordes de densités
différentes. Un onde sonore vient de= —oo dans le milieu #1 qui va jusqua = 0 ou il
laisse la place au milieu #2. Les ondes incidente, réflédhiramsmise sont notées

s; = a; cos(wt — kyxz) , s, = aycos(wt + k1x), s = ay cos(wt — ko) | (8.5)

et la continuité de I'amplitude et de la pression donnent

a; + ap = ay , Yiki(a; — a,) = Y2koay (8.6)
dou 71— 7 27
1— 42 1

ar = U ———, A = 0 ——— , 8.7

71+ Z, ! 71+ 7y 8.7)

en termes de la quantite = c¢;u; appelée « impédance acoustique » du milieu.

8.5 Considérations énergétiques

Voir cours d’acoustique.

8.6 Ondes sonores dans les solides

Larelationp = —yP0ou/0x rappelle la formulatiorf = Ad¢/¢ de la loi des ressorts, vue
au premier chapitre. Considérons un barreau solide, de lmdtioung A, et notons(z, t)
le tres petit déplacement horizontal du paintLa force exercée au poiatpar la partie a
droite dex sur la partie a gauche deseraAdu/0z. Donc si on fait le bilan sur un segment
compris entrer etz + dz, on aura

0*u Ou(z + da,t)  Ju(z,t)
R A Y _ Y
AT 5 Oz or |’

(8.8)

ou A est la masse linéique, et en passant a la limite, on identiBeequation d’Helmhotz

Pu 0%

72 = C oz (8.9)
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avec
- =—. (8.10)

Grosso modple module d’Young des solides remplace le coefficredes transformations
adiabatiques des solides.
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9 Ondes thermiques

9.1 Introduction

L'équation de la chaleur a été établie puis discutée parlissgrands savants, et a servi
historiguement comme prototype d’équation de propagatanéme d’équation aux déri-
vées partielles. En pratique, la propagation de la chakstusraniprésente : refroidissement
des moteurs, réchauffement climatique, protection dess &tivants contre le chaud et le
froid, etc.

9.2 Loide Fourier—Newton

Imaginons un mur séparant un espace a droite a la tempéfatdien autre a gauche a
la températurds.

\

T, Ty

N\

SiT) < Ty, un flux de chaleur (chaleur par unité de temps et par unitérdiece) traverse
le mur, et, en régime stationnaire, ce flux est proportioaraldifférence de température et
inversement proportionnel a I'épaisseur du mur, soit

Ty — T,
d=)\2 "1 (9.1)

e

ce qui constitue l#oi de Newtondont la version différentielle est

P = _/\8_T , (9.2)
ox

appelédoi de Fourier, qui a une généralisation spatiale
J=-A\VT, (9.3)

ou le vecteur gradienV = (9/0z,0/0y,0/0z) guide le vecteur flux de puissance calo-
rique, 7, vers la plus forte variation de température, de méme questréstatique, le vec-
teur champ électrique est perpendiculaire aux équipetéagiet s’oriente vers la plus forte
décroissance du potentiel, ou sur une carte, les lignesidgphnde pente correspondent a la
direction de plus forte variation d’altitude. Nous noudmeisdrons cependant aux échanges
thermiques a une dimension.

Le coefficient\ est appelé « coefficient de conduction » ou « conductibhiggrhique »
du matériau.
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9.3 Régime stationnaire

Imaginons un tube parfaitement calorifugé, de secfion

j(@) j(z + dz)

—

T r+dx

Si j(x) est le flux de puissance calorique apportée de la gauche aite,dsn voit qu'a
I'équilibre

j(z) = j(x +dz), soit j(z)=C", (9.4)
ce qui, associé a la loi de Fourier—Newton, indique que lgp&rature évoludnéairement
le long du tube. Pour le mur que nous considérions plus hawtyoait

T(a:):T2+z(T1—T2), 0<z<e). (9.5)
9.4 Régime dépendant du temps

Si la température évolue, le bilan d’énergie dit que le gaiteodéficit entre la chaleur
recue et celle transmise sert a chauffer ou refroidir laipertomprise entre: etz + dz.
Soit ¢ la capacité calorifique par unité de volumada masse volumiquelt un intervalle de
temps. Le bilan calorifique est

Sj(x,t)dt — S(j(x + dx,t)dt = Sdx pcdT (9.6)

soit avec la loi de Fourier, 'ensemble d’équations

_ T t)  OT(x,t) 1 0j(x,t)

i@) = or o oc Ox (9.7)
ce qui donne I'équation de propagation
ol (x,t) X 0*T(x,t)
o e 0 (9.8)

9.5 Solutions de I'équation de la chaleur

On pourra voir en TD le « choc thermique », qui consiste a gppli enz = 0 une
température constanféa une colonne semi-infinie: (> 0) initialement a une température
T, et étudier comment, en chaque point, la température évadg d 7. Dans ce cas, on
cherche une solutioff'(z,t) = f(x/+/t) fonction d’une seule variable, établit 'équation
différentielle satisfaite paf et la résout avec les conditions limites du probléme.
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Dans le contexte de ce cours sur les ondes, il est intéredsastiercher les solutions
sinusoidales. Imaginons un espace semi-infini{ 0) auquel on impose em = 0 une
variation sinusoidale de températdr@), t) = b cos(wt) autour d’'une température moyenne
que I'on prendrd;, = 0 pour simplifier.

En posant = pc/)\, on est amené a chercher une solution complexe dufiypet)
exp(iwt) exp(kz) de I'équationadT (z,t) /0t = &°T(x,t)/dz*. On obtient

k* =iaw , (9.9)

qui a pour solution4? = 4 a pour solutiore = + exp(ir/4) = +(1 +14)/v/2)

1414
k=+vaw——,
V2
dont la partie imaginaire correspond a une propagatiom, ditie réelle a une modification
de 'amplitude en fonction de. La propagation se déroule vers les- 0 et physiqguement,
une atténuation, et non pas une amplification, est seul@tatide, deux raisons pour choisir
le signe moins, soit

(9.10)

T(x,t) = bexpli(wt — zv/aw/2)] exp(—x\/aw/2) , (9.11)
d’ou la solution reelle
T(x,t) = bexp(—xy/aw/2) cos(wt — x\/aw/2) . (9.12)

Imaginons quer soit la profondeur dans le sol, er/w = 1 |, le signalT(0,t) =
bcos(wt) décrivant les variations diurnes de température. La soiu®.12) reproduit bien
deux observations :

1. 'amplitude du signal est amortie. Dans une grotte, |gp@mature varie trés peu entre
le jour et la nuit.

2. le signal se propage, ce qui induit un décalage. Si la testym@ est maximale & h
au niveau du sol, le pic de température apparaitra plus tepdegondeur.

Cet amortissement n’est pas la seule différence par rappearondes mécaniques ou
électromagnétiques solutions de I'équation d’'Helmh6/z (z, t)/0t* = 20*T(z,t) /022,
caractérisées par une vitesse de propagatimstanteindépendant de. Ici la vitesse de
propagationw/ Re(k) x /w dépend de la pulsation

Si par exemple, on considere la combinaison de deux signasala

T(0,t) = by cos(wit) + by cos(wat) , (9.13)
qui pourraient étre les variations diurn@s (w; = 1 j) et saisonniérex(/w, = 365 j), on
trouve en profondeur un signal doublement déformé :

1. le rapport entre les deux amplitudes est modifié, car |fficemt d’amortissement
exp(—z+/aw/2) dépend dev,

2. la synchronisation (&= 0 les deux cosinus sont maxima simultanémenta0) est
perdue, car les deux signaux ne se propagent pas a la méisgevite
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10 Ondes électromagnétiques

10.1 Introduction

Les ondes électromagnétiques sont présentes dans taaigganenes de fréquence, de-
puis les ondes radios de longueur d’onde se comptant en éitesmaux rayons dont la
longueur d’onde s’exprime en fraction dé—'> m

Un domaine particulierement est I'optique, aveae I'ordre du nm. La gamme des ondes
optiques est récapitulée sur la figure, empruntée a I'excidite

http://ww. purchon. com physi cs/ el ect romagneti c. ht m
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Le spectre des ondes optiques est amplifiée sur la deuxieure.fig

10.2 Equations de Maxwell

Enrégime statique, les champs électridtiet magnétiqud3 sontindépendants. Ce n’est
plus le cas en régime variable. Par exemple, les lois deu@tidn indiquent qu’une variation
du champ magnétique induit I'apparition d’'un champ électe, dit « électromoteur ». Par
exemple un champ verticét, variable induit un champ électrique horizontal, radig|, x
0B, /0t et quand on intégre sur une boucle, on retrouve la loi de Bsrad= —0® /0t
exprimant la force électromotrice d’induction a la dérigéeflux du champ magnétique.

Au total, les champs et B obéissent a un ensemble de relations linéaires couplées
reliant leurs dérivées par rapport au temps et par rappgrt@rdonnées. Ce sont les équa-
tions de Maxwell, qui sont exposées dans les cours d’électgmétisme.

A l'aide de dérivations (dont on paiera le prix plus tard,rveis conditions de trans-
versité) et de combinaisons linéaires, on peut établir dusgwe composant& (r,t) =
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E.(r,t),...B,(r, t) obéit & une équation de propagation

IPX(r,t) L [0X(r,1) N 0X(r,t) N 0X (r,t)

az O | oa? By? 922 | (10.1)
qui, dans le cas d’'une onde plane qui se propage le lorgndee réduit a
2
0°X(x,t) _CQ(’?X(x,t) (10.2)

ot? N or?

qui est I'équation de propagation déja rencontrée pourfideceibrante et pour le son, a la

différence que la vitesse est ici
1

v €olo ’
de valeur: ~ 300 000 km/s. (Le fait que: soit reliée a des constantes fondamentales, et donc

invariant par changement de référentiel a beaucoup irtega conduit a I'élaboration de la
théorie de la relativité.)

(10.3)

CcC =

10.3 Ondes électromagnétiques

Les solutions de (10.2) sont les mémes que celles établigdgpoorde vibrante, soit
X(z,t) = Acos(wt + ¢) , (10.4)

mais il y a des conditions supplémentaires pour satisfasetjuations de Maxwell origi-
nales, a savoir :
— les champs électrique et magnétique sont perpendicsilailta direction de propaga-
tion, et appartiennent donc au plan orthogonal, appelé i gidapolarisation », soit
E .k =0etB.k =0ouk est le vecteur de moduleorienté dans le sens de propaga-
tion, icik = (k,0,0);
— les vecteurd, B, k forment un triedre direct;
— les normes satisforf = ¢B;
ce qui peut se résumer par

Ek=0, B=kxE]/ (10.5)

10.4 Optique géométrique

Il s’agit de la propagation d’ondes électromagnétiqueg Bolongueur d’'onde est petite
par rapport aux dimensions géometriques qui intervienhest phénomeénes d’interférence
et de diffraction deviennent alors négligeables. Un rayamheux se propage en ligne droite,
ou plus précisément selon le principe de Fermat, en minimhisa&hemin optique pour aller
deA aB,

B
/ nds, (10.6)
A
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FIGURE 31 — Lois de Descartes pour
la réflexion,r =1

FIGURE 32 — Lois de Descartes pour
la réfraction.

B

ou s est I'abscisse curviligne, et est I'indice du milieu, qui vaut. = ¢/v, rapport de la
vitesse de lumiére dans le vide a celle dans le milieu.

Par exemple, la loi de Snell-Descartes de la réflexion,i peut se démontrer en disant
que le chemin minimal pour aller d& a B correspond a une ligne droitéB’ de A au
symétriqueB’ de B par rapport au plan du miroir.

Pour retrouver la loi de la réfraction, on calcule le chenptique

L(z) = ni\/x% + h3 +n9y/(b— )2 + h3 | (10.7)

en fonction des coordonnéds0, i), I(x,0) et B(b, hs). La condition de minimum donne
x b—x

m = Ng )

VvV +h3 V(b —x)% + h3

qui n’est autre que le célebre

(10.8)

nysini; = nosiniy . (10.9)
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11 Effet Doppler

11.1 Introduction

C’est un phénomeéne familier. Une voiture de course qui @®est percue avec un bruit
de moteur plus aigu, et s’éloigne dans le grave. Le pilotieg\&it la possibilité — et I'envie —
d’écouter une cigale dans le pré voisin, percevrait aussirtdguence différente par rapport
a celui qui fait la sieste a c6té de la cigale.

11.2 Source en mouvement colinéaire

La source (S) émet avec une périddeUn premier top, émis &= 0 est recu au temps
t; = L/c par un détecteur (D) & la distanée si ¢ est la vitesse de propagation de I'onde.
Si S est immobile, le deuxiéme top émis au terfipsst regu ert, = 7'+ L/c et D mesure
une fréquence, — t; = T, reflet fidéle de la source. Si S Eprocheavec une vitesse, le
deuxiéme top n’a a parcourir que— v7" est est donc pergu au temps= 7'+ (L — vT) /¢,
si bien que D percoit une fréquence

T =T (1 _ 3) , (11.1)
C
Si Ss’éloigne on remplace par —v dans le bilan précédent, car le trajet s’allonge, et
doncT’ = T(1+4v/c). On gardera donc (11.4)gébriguementavecv > 0 si S se rapproche
de D.

11.3 Détecteur en mouvement colinéaire

S est immobile, D en mouvement, avec une vitessgli le rapproche Le top émis a
t = 0estregu &, = L/c, Si L est la séparation au temps Le top émis al’ est percu
au tempg,, mais D, & cet instant, n’est plus qu’'a une distahce |u|(t2 — t;), doncty, =
T + [L — |u|(t2 — t1)]/c. La période percu@” = ¢, — t; est

T
T=—>i— | (11.2)
L+ Jul/e
et avec une convention d’orientation algébrique paudevient
T
T = : (11.3)
1—u/c

avecu > 0 pour un éloignement et < 0 pour un rapprochement.



50 IUT, ONDES ETVIBRATIONS, COURS

11.4 Combinaison

Le méme raisonnement avsitnultanémentouvement de S et de D, indique sans sur-
prise que les deux facteurs se combinent, soit

1—v/c

T'=T
1—u/c’

(11.4)

On peut s’étonner que etv n’interviennent pas exactement par la combinaisenu’,
car on pourrait naivement argumenter que seul compte le enoentrelatif entre S et D.

En fait, une analyse du mouvement fledans un référentiel en translation de vitesse
—u par rapport au référentiel original, révele une situatiarbaa une vitesse — u, D est
immobile etl’'onde se propage a une vitesseu. L'application de (11.1) avec ces ingrédients
donne bien le résultat correct.

11.5 Mouvement non colinéaire

Analysons d’'abord le cas ou la ligne de visée, la ligne qui na@@ger le signal, est
perpendiculaire a la vitesse de S. A ce moment-1a, la distantre S et D est stationnaire, et
la durée de propagation entre deux tops successifs ne chasgea fréquence est inchangeée.
On trouverait la méme résultat pour S immobile et D se déplggarpendiculairement a la
ligne de propagation qui lui transmet le signal.

Pour une vitesse quelconque, on a donc la possibilité dengf@asery en une compo-
santev; et une composanteg, perpendiculaire et paralléle a la ligne de propagatiodeet
méme poum. Sila ligne de séparation est orientée comme précédemanaty > 0 pour
un rapprochement et; > 0 pour un éloignement, le résultat s'écrit

1-— 1-—
vy /c _ 7 veosp/c

T =T =
1 —uy/c 1 —wucost/c’

(11.5)

si ¢ et sont les angles qui projettentet w sur la ligne de propagation. En général, ces
angles varient au cours du temps, et la fréquériaghange.

11.6 Mur du son

Imaginons un canard sur I'eau. Il barbote régulieremenmatile. Les ondes se pro-
pagent a la surface de I'eau, en cercles exactement comersr L'amplitude s’'atténue, et

j- C'est vrai seulement si on développe (11.4) au premierecedu /¢
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pas seulement a cause des frottements dus a la viscosigadell’énergie se répartit sur un
périmetre de plus en plus grand, et I'énergie par unité dgueur sur le cercle doit diminuer.
Et 'amplitude des ondes est proportionnelle a la racineéeadle cette énergie par unité de
longueur.

Si le canard se déplace lentement, les cercles ne sont plosmoiques mais restent inté-
rieurs les uns aux autres. Voir figure. On retrouve I'effeppler précédent. Un observateur
a l'avant du canard voit des signaux rapprochés. Un obsarvatl'arriere voit des signaux
plus espacés.

Si le canard se déplace plus vite que les ondes, les cerckmhplus enfermés les uns
dans les autres. lIs forment un faisceau inscrit dans umgieaLa tangente commune est une
ligne ou les ondes émises a des temps différents sont en ghdsec s’'ajoutent de maniéere
cohérente. C’est 'onde de choc. Linclinaison de la pedieuaire a la ligne de choc, qui
indique son sens de propagation, &tlle que

cos = —, (11.6)
v
qui d’'ailleurs n’a de sens que si> c.
ct
N\
vt

Le spectacle des cercles enfermés dans un triangle, dooitlge @mvance, est habituelle avec
les bateaux rapides, type « hors-bord ». Dans I'espaceeletes deviennent sphéres et le
triangle devient un cone, c’est le cas pour les avions quidépiasseé « le mur du son ».
Dans la directior® donnée par (11.6), une onde se propage. Un observateurmsycpeand
I'onde arrive, recoit simultanément les sons émis a plusigstants différents. C’est ce qui
explique la concentration de puissance acoustique. Lesiavi'ont le droit de dépasser le
mur du son qu’a haute altitude et au-dessus de zones inbabité
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11.7 Effet Cerenkov

Il peut paraitre a premiére vue surprenant que I'effetur du son» ait un analogue en
optique. On apprend en effet dans les cours de Relativitthqumobile ne peut dépasser
la vitesse de la lumiére. C’est vrai effectivement dans teeviun des grands changements
apportés par le Relativité par rapport a la physique classigt que toute vitesse de particule
massive est inférieure@ la vitesse de la lumiére, qui vaut envird®) 000 km/s.

Mais si un électron ou une autre particule chargée pénetnewamilieu avec beaucoup
d’énergie, il possede une vitessérés peu inférieure aet par inertie, la conserve au début
de son trajet dans le milieu. Par contre la vitesse de la hedens le milieuest seulement
¢/n comme on I'apprend en Optique pour expliquer la significapbysique de I'indice:,
qui est tel quer > 1. Dans ces conditions, on peut avoir- ¢/n.

Quand la particule chargée passe dans le milieu, elle eestélectrons périphériques
des atomes, qui reviennent a leur état d’equilibre en émtaettala lumiére. C’est I'analogue
du son émis par un avion qui bouscule les couches d’air supassage. Si > ¢/n, cette
lumiére se concentre dans un cone de demi-angle au centre

C
cosa = — | (11.7)
nv
et la mesure de;, avec la précision extréme de I'optique, permet de remantavitesses
de la particule chargée. C’est le principe des détecteuifetaCGerenkov qui sont de plus en
plus utilisés dans les expériences aupres des grandsrateété de particules.
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12 Superposition de vibrations et d’'ondes

12.1 Introduction

Ce chapitre contient une récapitulation de résultats dégeev quelques nouveaux.

12.2 Combinaison de vibrations de méme fréquence

Ce probleme a été rencontré, par exemple, pour regroupentafwution d’une élonga-
tion initiale, xy cos(wt), et celle d’une vitesse initiale), /w) sin(wt) en une seule vibration
A cos(wt — ¢) d'amplitudeA et de phase a l'origine.

Plus généralement, on peut avoir a considérer la supeiposit

aj cos(wt + ¢1) + -+ - + a, cos(wt + ¢y,) , (12.1)

I'exemple précédent correspondant & 2, ¢p; = 0 ety = —7/2.
Ce gu'il faut retenir c’est que le résultat est une simplesaide : il N’y a qu’une pulsa-
tion en jeu. Soit

Z a; cos(wt + ¢;) = Acos(wt + D) . (12.2)
=1
Le plus simple est de se placer en représentation de Fr&3mel.des vecteurs tournant a
la méme vitesse, rigidement liés, de coordonriégsos ¢;, a; sin ¢;} qu'il s’agit d’ajouter,
d’ou

(12.3)

Acos® =ajcospy + -+ a,coso, ,
Asin® =aysin¢g; + -+ a,sing, ,

d’ou on tire A et ®. La méthode des complexes est bien-sir tres similaire, orrgpdta faire
a titre d’exercice.

12.3 Composition de deux vibrations de fréequences différe¢as

Soit la vibration composée (un choix d’horloge permet detnadiser la premiére phase)
f(t) = a1 cos(wit) + as cos(wat + @) . (12.4)

La premiere question est de savoirfst) est périodique. Du point de vueathématique
c’est le cas s'il existe une pulsatiéh dont les deux pulsations sont des multiples entiers,
soit

w =110, wy=nefd, we/w; = mng/ny = rationnel. (12.5)

Du point de vuepratique il y a deux écueils a cette définition. &ji etn, sont grands, il faut
attendre tres longtemps avant de revdir) revenir a sa valeur. D’autre part, en physique, les
nombres ne sont connus qu’avec une précision limitée, siduél ne peut étre opposeée de
différence entre réel et rationnel. Par conséqugfid, sera «effectivement» périodique s'il
existe des entiers «petits» etn, tels quew; /ny ~ wy/no.
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Le cas dedbattements été rencontré plusieurs fois. 8i ~ w, un signal« rapide»
est observé, de pulsatidn; + w9)/2, dont 'amplitude est modulée lentement, avec une
pulsation|ws — wy|/2.

12.4 Interférences

C’est un phénomene trés important, historiguement pour peomis de mettre en évi-
dence le caractére ondulatoire de la lumiére, et aussi psuapplications : les dispositifs
interférentiels permettent des mesures de trés hautesfmeéci

12.4.1 Principe

Il est bien illustré par I'expérience des trous d’Young. Wmale, lumineuse ou acous-
tique, arrive simultanément sur deux trous d’une plaque, donidiméire est petit par rap-
port a la longueur d’onde. Les trous se comportent comme deuscessynchrone®t on
examine l'effet combiné de leurs émissions sur un pdind’'un écran.

On voit sur la figure que si est la distance entre les centres des trdusngle entre
la direction d’observatio® M (O est le milieu des centres des trous) et la normale au plan

k. Les ordres de grandeur des distances seront bien-séiradits dans les deux cas
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de I'écran, le rayon supérieur est raccourcidd¢2 par rapport & M et le rayon inférieur
plus grand delf /2, et donc la différence entre ces deux rayons 0d = dy/L siy est
I'ordonnée deV/ et L la distance entre le plan des trous et celui de I'écrasne différence
de chemin correspond & un déphasage

20 2mdy
= —=—" 12.

On doit donc ajouter ef/ lesamplitudes: cos(wt) eta cos(wt + ¢). Si¢p = 0 ou2nm, on a
une superposition cohérente, avec une amplitude doublenetuhe intensitquadruplede
ce que produirait un trou unique. Entre les deux, pout (2n + 1), les amplitudes sont
opposées, et I'intensité résultante est nulle. On a donké&wan une alternance de franges
horizontales éclairées et de franges sombres. La distatieeles franges, oimterfrangeest

Aly) = =2 (12.7)

Le phénomene ne va pas jusqu’a dgdtrés grands. Il faudrait des trous trés petits et donc
peu de lumiere, pour avoir une diffraction vraiment tot&lida lumiere n’est pas monochro-
matique, les franges de différentes couleurs ne se supaTppPas et le décalage s’accentue
guand on s’éloigne de la frange centrale= 0. Du point de vue temporel, les deux rayons
qui se superposent el ont été émis a des instants différents. Les valeurs possilele
sont limitées par le nombre de périodes pendant lesquellssurce émet de maniére ré-
guliere. Les sources ordinaires fournissent des paquessitlations sur quelques périodes
seulement. Il faut un laser pour avoir une source qui puisseegpondre a une sinusoide
stable.

12.4.2 Dispositifs interférentiels

Les trous d’Young correspondent au cas le plus simple. lyaeai-dessus est limitée au
plan de la figure. Sur I'écrans, une lignes d’éclairementimak(ou minimal) correspond a
différence de distance constante entfest chacun des deux trous, soit des arcs d’hyperbole
qui sont presque des droites au voisinage du point ceHtral

Des fentes paralléles sont comme des paires de trous queajdeurs effets, et donnent
des franges plus lumineuses.

On a aussi des interférences possibles entre un rayon iué directement et un autre
qui a rebondi. Voir TD.

Un casque anti-bruit actif consiste a injecter un signahtééder qui neutralise le signal
extérieur. Gare aux oreilles, évidemment si le déphasasgepder a 2r par déficience de
I'électronique.

I. On peut retrouver§ = dy/L en partant de I'expression exacte = +/L2+ (y+d/2)? —
L? + (y — d/2)? et en faisant un développement limité, en gardant le termardimt
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12.5 Ondes stationnaires

Voir la fin du premier polycopié, notamment les considéraid’énergie.. Bien com-
prendre qu'il s’agit d’une interférence entre une onde spageant vers les > 0 et une
autre allant vers les < 0. La premiére, proportionnelle@s(wt — kx + ¢), avecw/k = ¢,
peut s’écrire aprés un choix de I'origine des temps

s1 = (a/2) cos(wt — kx) , (12.8)
et siI'on superpose, = —(a/2) cos(wt + kx) asy, on trouve
s(z,t) = 1 + s9 = asin(wt) sin(kx) , (12.9)

ce qui démontre, comme pour le cas d’'un nombre fini d’oselliet, qu’'on peut toujours
satisfaire la condition limite a gauche(0,¢) = 0, sans encore restreindre le choix de la
pulsation. C’est en annulant I'autre extrémités(L, t) = 0, que I'on obtient les pulsations
propres de la corde.

Il faut aussi souligner que le probleme est trés généraltedas modes propres des
oscillations transverses mécaniques d’'une corde de violopeut citer les modes propres
des oscillations longitudinales d’'une colonne d’air dansnstrument a vent, ou les ondes
électromagnétiques stationnaires dans la cavité d’unrfocio-onde.

12.6 Diffraction

Le phénomeéne observé est le suivant. Si une onde (sonoraeduse, etc.) passe par
un trou dans une paroi opaque, la vibration se propage errajéans le cone issu de la
source et s’appuyant sur le bord du trou. C’est le cas si legmisions du trou sont grandes
par rapport a la longueur d’'onde. Si la taille du trou est dum@é@&rdre que la longueur
d’'onde, la vibration déborde du cone. En photographie, pamele, le cliché devient flou
si le diaphragme de I'objectif est trop étroit. Si le trou e trés petit (par rapport a la
longueur d’onde) la vibration sort presque isotropiquetdertrou. Dans une piece éclairée
par un soleil levant horizontal, on voit I'image géométegies montants de la fenétre ; mais
s’ily a des rideaux en tulle légéere, la lumiére est agréabterdiffusée dans toute la piéce.

L'explication réside sur le principe de Huyghens—Fres@eiand la vibration arrive sur
le trou, chaque point se comporte comme une source poremallémet immédiatement
dans toutes les directions. La lumiére qui atteint un poamireé résulte de la superposition
de toutes ces ondes secondaires.
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Imaginons un trou sur une plaque verticale, éclairé hotaedlement par une source située
trés loin sur la gauche. Les points du trou émettent en drede M/, loin dans la direction
6. La référence est le rayanM issu du centre du trou. Le rayon issu Beast décalé d’'une
longueurz6 qui correspond & un déphasage 27x0/\.

— Siletrou estlarge, dés qde# 0, § varie de O ar, 27, 3, etc. Autrement dit, les rayons
issus des différents points interférent avec des phasesutie taleur, et la résultante
est nulle. On n’a une vibration non nulle que pdus 0. C’est I'approximation de
I'optique géométrique.

— Sile trou est petit, €t petit, les rayons sont tous a peu pres en phase, l'intexdérest
globalement constructive, et de la lumiére arrivelénOn a de la diffraction, et donc
un écart par rapport a I'optique géométrique.

Le calcul de l'intensité e/ donne lieu a des intégrales un peu difficilédl.faut surtout

retenir I'explication qualitative du phénomeéne de diffran.

m. De nouvelles fonctions, comme la fonction d’Airy, ont @@entées pour exprimer le résultat de ces
intégrales, de méme que le logarithme permet d’exprimegliewy d’une intégrale sur/z.



58 IUT, ONDES ETVIBRATIONS, COURS

A Rappels mathématiques

A.1 Introduction

Suivre ce cours requiert quelques mises a jour en trigorm@mén privilégiant les re-
présentations géométriques et la représentation par eaegylsans oublier les équations
trigonométrigues comm@nx = a OUa cosx + bsinx = c.

Les équations différentielleg? + w?y? = a*w? ety” + w?y = 0 sont indispensables,
ainsi que les généralisations avec amortissement ou secemibre.

A.2 Trigonométrie
A.2.1 Fonctions de base

Fonctionsin z, cos x, tan x. Graphe. Parité. Période. Interprétation géométriques da
triangle rectangle, sur le cercle unité.

A.2.2 Relations entre elles

La plus importante est
sinz +cos’r =1, (A.1)
et ses variantes

1+ tan’z = , 14 cot’z =

) A.2
cos? x sin? (A.2)

A.2.3 Formules classiques de transformation

Savoir compléter :

sin(—z) =... cos(—z)=... tan(—z)=... (A.3)
sin(m/2 —x)=... cos(n/2—x)=... tan(w/2—z)=... (A.4)
sin(r/24+x)=... cos(m/24+x)=. tan(r/2 +z) = ... (A.5)

sin(mr—z)=... cos(m—x)=... tan(m—2x)=... (A.6)
sin(m+x)=... cos(m+az)=... tan(m+z)=... (A.7)
sinfa+0b0)=... cos(a+b)=... tan(a+0b)=... (A.8)
sinfa—b)=... cos(a—b)=... tan(a—10b)=... (A.9)
sinasinb=... cosacosb= ... cosasinb=... (A.10)
sin(2z) = ... cos(2x)=... tan(2z)=... (A.11)
dsinz/dez =... dcosz/dz=... dtanz/dzr=... (A.12)
/0 sinudu = ... /o cosxdr = ... (A.13)

Bien remarquer quécosz) = cos(z + 7/2) et (sinx) = sin(z + 7/2), que I'on peut
résumer efexp(iz)]’ =i exp(iz)
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A.3 Nombres complexes

A.3.1 Représentation cartésienne et trigonomeétrique
Passer de = x + iy az = rexp(iv) et vice-versa.
Que vaut(cosa + isina)(cosb + isinb) ?
Que vaut(cos ¥ + i sin )™ ?

A.3.2 Fonctions complexes et équations linéaires

Siz(t) = z(t)+iy(t), ouz ety sont réels, est solution de I'équation différentielle &imé
a coefficientgéels
Alt)i+ Bt)i+ C(t)u =0, (A.14)

pouvez-vous trouver des solutions réelles ?

A.3.3 Equationy” + w?y? = a?

Cette équation n’'a pas uniquement vocation a étre dérieéquicfait perdre de I'infor-
mation. Elle est trés réminiscentede’® z + cos® z = 1.
Vérifier quey(t) = asin(wt + ¢) est solution.

A.4 Equations linéaires du second ordre
A.4.1 Reésultats généraux

Soit
At)i+ Bt)i+ C(t)u=0. (A.15)

Montrer que siu; (t) etuy(t) est solution, il en est de méme de toute combinaison linéaire
On suppose que, (t) etuy(t) ont les caractéristiques suivantes-a 0

u(0) =1, uj(0)=0, wu(0)=0, wuy(0)=1. (A.16)
Quelle est la solution qui correspond a une positipet une vitesse, at = 0?
Quelle est la solution qui correspond a une positiget une vitesse, at =t ?
A.4.2 Cas des équations a coefficients constants
On supposel # 0 et on se rameéne a
i+ B+ Cu=0. (A.17)

Pour B = 0, on a des solutions o cos(wt) oUu & sin(wt) ouu  sin(wt + @) avec
w? =C,siC > 0.

SiB =0etC <0, les solutions sont em = sh(at) ouu o ch(at) ou une combinaison,
aveca? = —(C. ce sont des solutions qui «explosent», par contraste agesolutions trigo-
nométriques précédentes, qui restent bornées. On pedt ldirextement sur I'équation. Si
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C > 0, quandy > 0, la fonction a une concavité négative, ce qui tendance akttra sur
I'axe horizontal. Si on avait’ < 0, la concavité serait positive, ce qui accélére la croissanc
de la fonction verstoco. Quand on établit une équation différentielle de ce typeupdsilan
mécanique ou électrique, on peut donc détecter immédiattume erreur de signe sar.

Si B # 0, on peut chercher des solutions exponentielles puis lebic@mpour linéaire-
ment pour construire les solutions physiques. Pourigaeexp(rt) soit solution de I'équa-
tion différentielle, il faut que- soit solution de I'équation dite «caractéristique»

P +Br+C=0. (A.18)

Les systemes oscillant, nous venons de le voir, correspoade > 0. On voit que siB < 0,
on aurait soit deux racines réelles positives, soit deueaccomplexes conjuguées avec
partie réelle positive. Dans les deux cas, on aurait desrexgizlles dont le module diverge,
ce qui ne traduit pas un amortissement. Les systémes plegsayec oscillations amorties
ou retour rapide vers le repos sont donc caractériség’par 0 et B > 0. De nouveau,
I'occasion de vérifier les signes quand on établit I'éguatia mouvement.

Si B2 — 4C < 0, on a deux solutions complexes conjuguées que I'on peueéck-
—B/2 +i/4C — B? = —\ £ iw et doncu(t) peut s’écrire

u(t) = exp(—At)(aexp(wt) + bexp(—wt))
= exp(—At)(a’ cos(wt) + b’ sin(wt)) (A.19)
= exp(—At) a” cos(wt + ¢) .

Il s’agit d’oscillations amorties.
Si B2 — 4C > 0, on a deux solutions réelles négatives que I'on peut éerirget —\,,
etu(t) peut s’écrire
u(t) = aexp(—Ait) + fexp(—Aqt) , (A.20)

qui ne s’annule qu’au plus une fois entre I'instart ¢, de départ et — +oo.

A.4.3 Equations linéaires avec second membre
A.4.4 Généralités

Soit
A(t)i + B(t)i+ C(t)u = F(t) . (A.21)

On suppose quey(t) est solution de cette équation. Montrer gue) — u,(t) est solution
de I'équation homogéne.

En déduire le résultat classique : la solution générale d&7(fest obtenue en ajoutant
la solution la plus générale de I'équation homogene assa@ciié' solution particuliére de
I'équation compléte.

n. Ne pas dirda solution particuliére si vous ne savez pas caractériseucka glifférencie des autres. On
peut parler, par exemple, teesolution périodique.
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A.4.5 Recherche d’'une solution particuliére

Dans99% des cas de la physique élémentaire, on devine la forme dalagan particu-
liere et on ajuste les coefficients qu’elle contient par idieation.
Par exemple, pour résoudre

y'(x) +y'(z) + y(z) = exp(ax) , (A.22)

on cherche une solutian(x) = aexp(ax) et par identification, on trouve que le coefficient
a doit satisfaire
alc* +a+1)=1, (A.23)

qui a une solution unique, saufsiest solution de I'équation caractéristique.

Si on connait une solution de I'’équation homogéne,s0if, on peut chercher a résoudre
(A.21) sous la formeu(t) = g(t)w(t) et en reportant, on trouve qué est solution d'un
éguation du premier ordre. On a donc simplifié le probléme.

Si on connait deux solutions de I'équation homogéne, is@it z, ce qui signifie que
cette équation homogéne est parfaitement résolue, alopewoinchercher, = gy + hz,
et comme cela ne définit pas les fonctions inconnuesh, on peut imposer en plus que
u' = gy’ + hz', ce quiimpliquey’y + b’z = 0. En reportant dans I'équation différentielle, on
aboutit au systéme d’équations

/ /
Jy+nhz=0, (A24)

A(g/yl+hlzl> — F,

d’ou on peut extrairg’ et h’ et doncg et h par simple intégration. Le terme constant arbi-
traire, dans cette intégration, génére bien une solutiefcqunque de I'équation homogene.

A.4.6 Existence d'une solution stationnaire

Considérons une équation d’oscillations forcées a coeffisiconstants
Ay" + By +Cy = F(x), (A.25)

avecB > 0 etC > 0, ce qui signifie soit amortissement rapide, soit oscillaiamorties
pour I'équation homogéne. On suppose guestpériodique pas forcément sinusoidal, soit
F(zx+T) = F(x), Yx. Soitu(x) une solution. On voit que(z + 7") est aussi solution, donc

uw(lz+T)—u(zx)—0 quand = — oo, (A.26)

car c’est une solution de I'équation homogéne. Cela siggifea.(z) est asymptotiguement
périodique. Par le méme raisonnement, on montre qu’un agottgionw(z) se rapproche
deu(z) quandr — oco. On a donc démontré que toutes les solutions convergentimerso-
lution périodique qui est indépendante des conditiongieg. C’esia solution stationnaire
du probléme.
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B Méthode de la transformée de Laplace

B.1 Introduction

Nous donnons ici quelgues notions sur la transfomée de t@@ason application aux
équations différentielles rencontrées, ce qui permettkaéaudiants de faire le lien avec le
cours d’automatique.

B.2 Définition et propriétés générales

Sous réserve que l'intégrale existe, on définit la transéarde Laplace (TL) d’une fonc-
tion comme

F(p) = /O " F(t) exp(—pt) dt (B.1)

C’est une transformation linéaire, donc la TL d’'une comlsioa linéaire est la combinaison
linéaire de TL. Les exemples suivants serviront un peu oiuns: |

f F
1
1 )
p
(at) :
expla
P p—a’ (B.2)
exp(iwt) = cos(wt) + 7 sin(wt) L _ptw
P N p—iwt  p?+w?’
f((2) pF(p) — f(0),
f(t) p*F(p) — pf(0) — f(0) .
B.3 Oscillateur non amorti
Il faut résoudre
i+wir =0, z(0)=2z¢, (0)=dp. (B.3)
La TL vérifie
P*X(p) + w?X(p) = po + o, (B.4)
soit :
Zop o
X(p) = B.
(») i (B.5)
soit, en lisant (B.2) de droite a gauche,
x(t) = xo cos(wt) + o sin(wt) , (B.6)

w

déja obtenu par d’autres méthodes.
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B.4 Oscillateur amorti

Il s’agit de résoudre
i+ 2ai+wir=0, x(0)=mz0, (0)=1p. (B.7)
La TL est donnée par
(p? + 2ap + wi) X (p) = pwo + do + 2z . (B.8)

Si on est en régime de décroissance exponentiellenspitw,, le polyndbme de gauche se
met sous la formé¢p — p;)(p — p2) ouU les raciney; et p, sont négatives (sinon, il s’agit de
nombre complexes, mais le calcul se poursuit a I'identiguesolution est de la forme

X(p) = + : (B.9)

et on retrouve
x(t) = Ay exp(pit) + Az exp(pat) , (B.10)
mais on peut expliciter les résidus en fonction des conuhtioitiales et obtenir

_ p1%o + To + 2axg

Ay (B.11)
P1— P2
et bien-slrA, parl < 2.
B.5 Oscillations forcees
Si on considére I'équation d’évolution
&+ 200 + wir = g(t) (B.12)

on voit qu'il suffit d’ajouter & la TL précédente le terme dg(&). Si G(p) dénote sa TL, on
aura au total

_ pxg + Do + 200 + G(p)
N p? + 2ap + Wi '
Prenons le cas particulier d’'une excitation sinusoidale,egt la partie réelle de(t) =

gm exp(iwt), correspondant &(p) = gwm/(p — iw). La solution précédente peut se décom-
poser en

X(p) (B.13)

9

1
X(p) = =m termes réguliers epn = i B.14
(v) wg—w2+2iawp—iw+ g = (8.14)

ce qui correspond a
z(t) = z,, exp(iwt) 4+ termes décroissants (B.15)

On retrouve bien la structure de la solution, et pour la patationnaire, 'amplitude com-

plexe

g
= = B.16
wi — w? + 2iaw ’ (8.16)
qgui permet de retrouver I'amplitude et le déphasage du régitationnaire de I'excitation
Gm cos(wt).

Ly
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B.6 Oscillations couplées

Reprenons I'exemple de deux ressorts avec un couplagegsaicég. 1l faut résoudre
fél—i‘(/{?l—i-K).Tl—KlCQ:O, jQ"‘(kQ"—K)xQ_K.Tl:O. (Bl?)
Les TL sont données par

(p* + k1 + K) X1(p) — K Xa(p) = pa1o + @10 (B.18)
—K X1(p) + (p* + k2 + K) Xo(p) = pra + d2p .
avec les conditions initiales, o, . . .2 . A premiére vue, il suffit de résoudre, puis de prendre
les TL inverses.
Il faut se souvenir que pour un systéme d’équations lingaioeplées

anyy + apys = by, any + azys = by, (B.19)
la solution est un rapport de déterminant, par exemple

by as
by ag

yp= 1 ———L (B.20)

a1 Q12
Q21 Q22

Il faut donc connaitre la factorisation du dénominatedit, @8 + w?)(p* + w3), de maniére
a pouvoir écrire la solution comme

ap+ 1 cap+ B

X = B.21
1(p) p2 _'_w% p2 +w§ ) ( )

et 'analogue pouX,(p), et déduire
x1(t) = ay cos(wit) + (1 /wr) sin(wit) + ag cos(wat) + (Bo/ws) sin(wat) . (B.22)

Il N’y pas de miracle : il faut la aussi chercher les valeuappes de cette matriéex 2 pour
faire apparaitre les pulsations propres du systéme.

B.7 Bilan

Cette méthode de la transformée de Laplace est évidemnésnptissante, mais elle
requiert une certaine dextérité pour la décomposition éméhts simples des fractions ra-
tionnelles. Sinon, tout le bénéfice est perdu.



